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Posunovací operátory

Užitečný nástroj pro práci s pozorovatelnými s ekvidistantním
spektrem a jejich vlastními vektory

Definice

Â je posunovací operátor k B̂ s posunutím ∆⇐⇒
[
B̂, Â

]
= ∆Â

Â zobrazuje vl. vektory B̂ na vl. vektory B̂ (nebo 0)

B̂|ψ〉 = λ|ψ〉, Â|ψ〉 6= 0 =⇒ B̂(Â|ψ〉) = (λ+ ∆)Â|ψ〉

Â je posunovací k B̂ s ∆ =⇒ Â† je posunovací k B̂† s −∆

B̂ je pozorovatelná

B̂ = B̂† =⇒ ∆ ∈ R, Â je posunovací s ∆, Â† je posunovací s −∆
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Posunovací operátory pro hamiltonián LHO

Hamiltonián LHO, spektrum a vlastní vektory

Ĥ =
P̂2

2M
+

1
2

Mω2Q̂2, Ĥ|n〉 =

(
n +

1
2

)
~ω|n〉, n ∈ Z+

Má ekvidistantní spektrum — ∆E = En+1 − En = ~ω
Komutační relace pro polohu a hybnost —

[
Q̂, P̂

]
= i~

Posunovací operátory lze zvolit ve tvaru

â± = C
(

Q̂ ∓ i
Mω

P̂
)

=⇒
[
Ĥ, â±

]
= ±~ωâ±

Volba C — komutátor â±

[â−, â+]
!

= 1 =⇒ C =

√
Mω

2~
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Kreační a anihilační operátor

â± =

√
Mω

2~

(
Q̂ ∓ i

Mω
P̂
)
,
[
Ĥ, â±

]
= ±~ωâ±, [â−, â+] = 1

Působení na vlastní vektory hamiltoniánu

â±|n〉 = α±n |n ± 1〉, α+
n =
√

n + 1, α−n =
√

n

â− ≡ â — anihilační operátor — ubere jedno kvantum energie
â+ ≡ â† — kreační operátor — přidá jedno kvantum energie
â+â− ≡ â†â — operátor počtu kvant

â+â−|n〉 =
√

nâ+|n − 1〉 = n|n〉
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Maticová reprezentace posunovacích operátorů

Maticové elementy â±

〈n|â±|m〉 = α±m δn,m±1

Maticová reprezentace â− v bázi {|n〉}

a− =

0
√

1 0 0 . . .

0 0
√

2 0 . . .
...

...
. . . . . . . . .


Maticová reprezentace â+ — hermitovské sdružení

a+ = a†− =


0 0 0 0 . . .√
1 0 0 0 . . .

0
√

2 0 0 . . .
...

...
. . . . . . . . .
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Poloha pomocí posunovacích operátorů

Q̂ =

√
~

2Mω
(â+ + â−)

Maticové elementy

〈n|Q̂|m〉 =

√
~

2Mω
(α+

m δn,m+1 + α−m δn,m−1)

Maticová reprezentace Q̂ v bázi {|n〉}

Q =

√
~

2Mω


0
√

1 0 0 0 . . .√
1 0

√
2 0 0 . . .

0
√

2 0
√

3 0 . . .
...

...
. . . . . . . . . . . .
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Hybnost pomocí posunovacích operátorů

P̂ = i

√
M~ω

2
(â+ − â−)

Maticové elementy

〈n|P̂|m〉 = i

√
M~ω

2
(α+

m δn,m+1 − α−m δn,m−1)

Maticová reprezentace P̂ v bázi {|n〉}

P = i

√
M~ω

2


0 −

√
1 0 0 0 . . .√

1 0 −
√

2 0 0 . . .

0
√

2 0 −
√

3 0 . . .
...

...
. . . . . . . . . . . .
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Algebraické odvození spektra Ĥ

Existence posunovacích operátorů =⇒ spektrum je ekvidistantní
Ĥ je zdola omezený =⇒ vlastní hodnoty En ≥ 0

〈ψ|Ĥ|ψ〉 ≥ 0 =⇒ σĤ ⊂ 〈0,∞)

Existuje základní stav |0〉— stav s nejnižší energií E0

â−|0〉 = 0

Hodnota E0

Ĥ|0〉 = ~ω
(

â+â− +
1
2

)
|0〉 =

1
2
~ω|0〉 =⇒ E0 =

1
2
~ω

|n〉 =
1√
n!

ân
+|0〉 =⇒ Ĥ|n〉 =

(
n +

1
2

)
~ω|n〉
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Tvar vlastních funkcí Ĥ

Vlnová funkce základního stavu je určená rovnicí

â−ψ0 = 0 =⇒ 1√
2

(
ξ +

d
dξ

)
ψ0 = 0, ξ =

√
Mω

~
x

Řešení rovnice

ψ0(ξ) = C0e−
ξ2

2

Vlnové funkce excitovaných stavů

â+ = â†− =
1√
2

(
ξ − d

dξ

)
ψn(ξ) = Cn

(
ξ − d

dξ

)n

e−
ξ2

2
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Koherentní stavy LHO

Vlastní vektory anihilačního operátoru

â−φα = αφα =⇒ 1√
2

(
ξ +

d
dξ

)
φα = αφα

Řešení existuje pro každé α ∈ C

φα(ξ) = Cαe−
1
2 (ξ−

√
2α)2

, ∀α ∈ C φα ∈ L2(R,dξ)

Anihilační operátor má nespočetně mnoho vlastních vektorů
â− není samosdružený, jeho vlastní vektory netvoří ON bázi

(φα, φβ) 6= 0 ∀α, β ∈ C

Stavy blízké klasické fyzice — minimalizují relace neurčitosti,
jednoduchý časový vývoj
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Posunovací operátory pro moment hybnosti

L̂3 má ekvidistantní spektrum — σ(L̂3) = {m~|m ∈ Z}
Společné vlastní vektory L̂3 a L̂2 — |l ,m〉

L̂3|l ,m〉 = m~|l ,m〉, L̂2|l ,m〉 = ~2l(l + 1)|l ,m〉

Posunovací operátory L̂± — nemění l , změní m o ±1[
L̂2, L̂±

]
= 0,

[
L̂3, L̂±

]
= ±~L±

Komutační relace pro moment hybnosti[
L̂i , L̂j

]
= i~εijk L̂k

Posunovací operátory L̂±

L̂± = L̂1 ± i L̂2
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Posunovací operátory pro moment hybnosti

Působení na vlastní vektory momentu hybnosti

L̂±|l ,m〉 = α±l,m|l ,m ± 1〉

Zápis L̂2 pomocí L̂3, L̂±

L̂2 = L̂2
3 + L̂+L̂− − ~L̂3 = L̂2

3 + L̂−L̂+ + ~L̂3

Velikost |α±l,m|

|α±l,m| = ~
√

l(l + 1)−m(m ± 1)

Fázová konvence — α±l,m ≥ 0
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Maticová reprezentace posunovacích operátorů

Maticové elementy L̂±

〈l ,m|L̂±|l ′,m′〉 = α±l,mδl,l ′δm,m′±1

Matice operátoru L̂− v bázi {|l ,m〉} (L+ = L†−)

L− = ~



0
0 0 0√
2 0 0

0
√

2 0
0 0 0 0 0
2 0 0 0 0
0
√

6 0 0 0
0 0

√
6 0 0

0 0 0 2 0
. . .
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Maticová reprezentace L̂1,2

Maticové elementy L̂1 = 1
2(L̂+ + L̂−)

〈l ,m|L̂1|l ′,m′〉 =
1
2
δl,l ′
(
α+

l,mδm,m′+1 + α−l,mδm,m′−1

)
Maticové elementy L̂2 = i

2(L̂− − L̂+)

〈l ,m|L̂2|l ′,m′〉 =
i
2
δl,l ′
(
α−l,mδm,m′−1 − α+

l,mδm,m′+1

)
Matice L1,2 jsou blokově diagonální, bloky určené hodnotou l
Nenulové prvky jen v pásech nad a pod diagonálou
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Matice L̂1

L1 = ~



0
0 1/

√
2 0

1/
√

2 0 1/
√

2
0 1/

√
2 0

0 1 0 0 0

1 0
√

3
2 0 0

0
√

3
2 0

√
3
2 0

0 0
√

3
2 0 1

0 0 0 1 0
. . .
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Matice L̂2

L2 = i~



0
0 −1/

√
2 0

1/
√

2 0 −1/
√

2
0 1/

√
2 0

0 −1 0 0 0

1 0 −
√

3
2 0 0

0
√

3
2 0 −

√
3
2 0

0 0
√

3
2 0 −1

0 0 0 1 0
. . .
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Měření v kvantové mechanice

Pokud ψ není vlastní vektor Â =⇒ hodnota Â není určená
Hodnoty pozorovatelných jsou určené měřením
Měření je náhodný proces, vybere se jedna z možností
Pravděpodobnost výsledku měření Â na stavu ψ

Wψ,A=aj = ‖P̂jψ‖2, aj ∈ σp(Â)

P̂j je ortogonální projektor na příslušný vlastní podprostor
Po měření musíme aktualizovat popis stavu podle výsledku

ψ −→
P̂jψ

‖P̂jψ‖
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Vlastní hodnota aj má násobnost 1

Vlastní vektor je určený jednoznačně

Â|j〉 = aj |j〉

Ortogonální projektor na vlastní podprostor

P̂j = |j〉〈j |, P̂j |ψ〉 = 〈j |ψ〉|j〉

Pr. výsledku měření⇐⇒ pr. přechodu do vlastního stavu

Wψ,A=aj = |〈j |ψ〉|2 = W|ψ〉→|j〉
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Konzistence s teorií pravděpodobnosti

Pro jednoduchost — Â má prosté čistě bodové spektrum
Vlastní vektory Â — {|j〉} tvoří ON bázi
Parsevalova rovnost

‖ψ‖2 =
∑

j

|〈j |ψ〉|2 = 1

{
|〈j |ψ〉|2

}
tvoří pravděpodobnostní rozdělení

Ve stavu |j〉 má pozorovatelná Â hodnotu aj

Má smysl postulovat, že |〈j |ψ〉|2 je pravděpodobnost naměření hodnoty
aj na částici ve stavu |ψ〉
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Vlastní hodnota a má násobnost 1 < n <∞

V degenerovaném podprostoru zvolíme nějakou ON bázi

Â|a, j〉 = a|a, j〉, 〈a, j |a, k〉 = δj,k , j , k = 1, . . . ,n

Ortogonální projektor na vlastní podprostor

P̂a =
n∑

j=1

|a, j〉〈a, j |, P̂a|ψ〉 =
n∑

j=1

〈a, j |ψ〉|a, j〉

Pr. výsledku měření⇐⇒ součet pr. přechodu do vlastních stavů

Wψ,A=a =
n∑

j=1

|〈a, j |ψ〉|2 =
n∑

j=1

W|ψ〉→|a,j〉

Pravděpodobnost nezávisí na volbě báze
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Â má spojité spektrum

Bodům ze spojitého spektra přiřadíme zobecněné vlastní vektory

〈a|Â|φ〉 = a〈a|φ〉, 〈a|a′〉 = δ(a− a′)

Hustota pravděpodobnosti naměření a ve stavu |ψ〉

wψ(a) = |〈a|ψ〉|2

Pravděpodobnost, že výsledek měření leží v intervalu (a1,a2)

Wψ,A∈(a1,a2) =

a2∫
a1

|〈a|ψ〉|2da
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Poloha a hybnost

Poloha
Amplituda pravděpodobnosti —- vlnová funkce v x-reprezentaci

wψ(x) = |〈x |ψ〉|2 = |ψ(x)|2

Odpovídá Bornově interpretaci vlnové funkce

Hybnost
Amplituda pravděpodobnosti —- vlnová funkce v p-reprezentaci

wψ(p) = |〈p|ψ〉|2 = |ψ̃(p)|2

ψ̃ je Fourierova transformace ψ
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Střední hodnota pozorovatelné

Â má čistě bodové spektrum

〈Â〉ψ =
∑

j

ajWψ,A=aj =
∑

j

aj |〈j |ψ〉|2

Â má spojité spektrum

〈Â〉ψ =

∫
σ(Â)

a wψ(a)da =

∫
σ(Â)

a |〈a|ψ〉|2da

Oba vztahy lze přepsat kompaktně

〈Â〉ψ = 〈ψ|Â|ψ〉
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Střední kvadratická odchylka

Definice střední kvadratické odchylky Â ve stavu ψ(
∆ψÂ

)
=

√
〈(Â− 〈Â〉ψ)2〉ψ =

√
〈Â2〉ψ − 〈Â〉2ψ ≥ 0

Indikuje přesnost určení hodnoty Â ve stavu ψ
ψ je vlastní vektor =⇒ neurčitost je nulová

Âψ = aψ =⇒ 〈Â〉ψ = a, 〈Â2〉ψ = a2 =⇒
(

∆ψÂ
)

= 0

Â má spojité spektrum =⇒ neurčitost nemůže být nulová
Zobecněné vlastní funkce lze libovolně přesně aproximovat =⇒
neurčitost kompatibilních pozorovatelných může být teoreticky
libovolně malá
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Poloha a hybnost

Polohu částice mohu určit libovolně přesně

δy ,ε(x) =

{
0 , |x − y | > ε
1
2ε , |x − y | ≤ ε

〈Q̂〉δy,ε = y ,
(

∆δy,εQ̂
)

=
ε√
3

Hybnost částice mohu určit libovolně přesně

ψp,ε(x) =
1√
2π~

e
i
~px ~

εx
sin
(εx
~

)
〈P̂〉ψp,ε = p,

(
∆ψp,εP̂

)
=

ε√
3

Poloha a hybnost nejsou kompatibilní =⇒ nemohu to udělat současně
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Relace neurčitosti

∀ Â a B̂ samosdružené, ∀ ψ ∈ D(ÂB̂) ∩ D(B̂Â) platí nerovnost(
∆ψÂ

)(
∆ψB̂

)
≥ 1

2

∣∣∣〈[Â, B̂]〉ψ∣∣∣
Rovnost nastává pro ψ, která jsou řešením rovnice[

Â− 〈Â〉ψ − iα(B̂ − 〈B̂〉ψ)
]
ψ = 0, α ∈ R

Omezení stavů díky ∃ nekompatibilních pozorovatelných

Heisenbergovy relace neurčitosti[
Q̂, P̂

]
= i~ =⇒ ∀ψ,

(
∆ψQ̂

)(
∆ψP̂

)
≥ ~

2
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