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Schrödingerova rovnice

Uzavřený systém — částice neinteraguje s okolím
Částice má hamiltonián Ĥ
Stav částice v čase t0 je |ψ〉

Postulát 4
Stav částice v čase t > t0 je popsán řešením Schrödingerovy rovnice

Ĥ|ψ(t)〉 = i~
∂

∂t
|ψ(t)〉

s počáteční podmínkou |ψ(t0)〉 = |ψ〉

Platí až do okamžiku měření
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Zachování normy vektoru

Norma vektoru se časovým vývojem nemění

d
dt
〈ψ(t)|ψ(t)〉 =

(
∂

∂t
〈ψ(t)|

)
︸ ︷︷ ︸

i
~ 〈ψ(t)|Ĥ

|ψ(t)〉+ 〈ψ(t)|
(
∂

∂t
|ψ(t)〉

)
︸ ︷︷ ︸
− i

~ Ĥ|ψ(t)〉

=
i
~

(
〈ψ(t)|Ĥ|ψ(t)〉 − 〈ψ(t)|Ĥ|ψ(t)〉

)
= 0

Důležité pro pravděpodobnostní interpretaci kvantové mechaniky

Â|φj〉 = aj |φj〉, |ψ(t)〉 =
∑

j

〈φj |ψ(t)〉|φj〉

‖ψ(t)‖2 =
∑

j

|〈φj |ψ(t)〉|2 =
∑

j

Wψ(t),A=aj
= 1
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Zachování normy vlnové funkce

Hustota pravděpodobnosti

ρ(~x , t) = |ψ(~x , t)|2 = ψ(~x , t)ψ(~x , t)

Hustota toku pravděpodobnosti

~j(~x , t) =
i~

2M

(
ψ(~x , t)~∇ψ(~x , t)− ψ(~x , t)~∇ψ(~x , t)

)
Rovnice kontinuity

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0

Zachovávající se náboj — norma vlnové funkce

q =

∫
R3

ρ(~x , t)d3x = ‖ψ(t)‖2 =⇒ dq
dt

=
d
dt
‖ψ(t)‖2 = 0
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Stacionární stavy

Ĥ nezávisí na čase =⇒ vlastní funkce jsou stacionární stavy

i~
∂

∂t
ψn = Ĥψn = Enψn =⇒ ψn(~x , t) = e−

i
~En(t−t0)ψn(~x)

Globální fáze e−
i
~En(t−t0) nemá fyzikální význam

Pravděpodobnosti výsledků všech měření nezávisí na čase

Wψn(t),A=aj
= |(φj , ψn(t))|2 = |(φj , ψn)|2

Analogie rovnovážných stavů v klasické mechanice (x(t) = x0)
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Řešení Schrödingerovy rovnice — bodové spektrum

Necht’ Ĥ má čistě bodové spektrum

Ĥ|n〉 = En|n〉, 〈n|m〉 = δn,m,
∑

n

|n〉〈n| = Î

Počáteční podmínku v čase t0 rozložím do báze

|ψ〉 =
∑

n

〈n|ψ〉|n〉

Schrödingerova rovnice je lineární — stav v čase t > t0

|ψ(t)〉 =
∑

n

〈n|ψ〉e−
i
~En(t−t0)|n〉

Znám vlastní vektory Ĥ =⇒ umím vyřešit Schrödingerovu rovnici
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Superpozice stacionárních stavů

Superpozice stacionárních stavů s různou energií není
stacionární stav

|ψ〉 = a|1〉+ b|2〉, E1 6= E2

|ψ(t)〉 = a e−
i
~E1(t−t0)|1〉+ b e−

i
~E2(t−t0)|2〉

= e−
i
~E1(t−t0)

(
a|1〉+ b e−

i
~ (E2−E1)(t−t0)|2〉

)
6= |ψ〉

Pravděpodobnosti měření pozorovatelných nekompatibilních s Ĥ
mohou záviset na čase

Wψ(t),A=aj
= |〈φj |ψ(t)〉|2

=
∣∣∣a〈φj |1〉+ b e−

i
~ (E2−E1)(t−t0)〈φj |2〉

∣∣∣2
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Řešení Schrödingerovy rovnice — volná částice

Ĥ má jen spojité spektrum

Ĥψ~p =
p2

2M
ψ~p, ψ~p(~x) =

1

(2π~)
3
2

e
i
~~p·~x , (ψ~p, ψ~p′) = δ(~p − ~p′)

Počáteční podmínku v čase t0 rozložím do spojité báze

ψ(~x) =
∫
R3

(ψ~p, ψ)ψ~p(~x) d3p

Stav v čase t > t0

ψ(~x , t) =
∫
R3

(ψ~p, ψ)e
− i

~
p2

2M (t−t0)ψ~p(~x) d3p
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Časový vývoj je unitární

Linearita Schrödingerovy rovnice =⇒ ∃ lineární operátor Û(t , t0)

Û(t , t0)|ψ〉 = |ψ(t)〉, Û(t0, t0) = Î

Časový vývoj nemění skalární součin vektorů

d
dt
〈ψ(t)|φ(t)〉 = 〈ψ| d

dt
Û†(t , t0)Û(t , t0)|φ〉 = 0

Evoluční operátor Û(t , t0) je unitární

Û†(t , t0)Û(t , t0) = Î
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Evoluční operátor

Evoluční operátor je určený rovnicí

ĤÛ(t , t0) = i~
∂

∂t
Û(t , t0), Û(t0, t0) = Î

Ĥ nezávisí na čase

Û(t , t0) = exp
(
− i
~

Ĥ(t − t0)
)

Pokud Ĥ má čistě bodové spektrum

Ĥ =
∑

n

En|n〉〈n| =⇒ Û(t , t0) =
∑

n

e−
i
~En(t−t0)|n〉〈n|

Û(t , t0)|ψ〉 =
∑

n

e−
i
~En(t−t0)〈n|ψ〉|n〉
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Integrály pohybu

Â je integrál pohybu⇐⇒ střední hodnota nezávisí na čase

∀|ψ(t)〉, d
dt
〈Â〉ψ(t) = 0

Z definice střední hodnoty a Schrödingerovy rovnice lze odvodit

d
dt
〈Â〉ψ(t) =

〈
i
~
[Ĥ, Â] +

∂Â
∂t

〉
ψ(t)

Â je integrál pohybu⇐⇒ i
~ [Ĥ, Â] +

∂Â
∂t = 0

Pokud Â nezávisí parametricky na čase

Â je integrál pohybu⇐⇒ je kompatibilní s hamiltoniánem

Martin Štefaňák Kvantová mechanika 3. listopadu 2020 11 / 13



Ehrenfestovy teorémy

Hamiltonián tvaru Ĥ = P̂2

2M + V (~x)·
Pohybové rovnice pro střední hodnoty složek polohy a hybnosti

d
dt
〈Q̂j〉ψ(t) =

〈
P̂j

M

〉
ψ(t)

,
d
dt
〈P̂j〉ψ(t) =

〈
−∂V
∂xj

〉
ψ(t)

= 〈Fj〉ψ(t)

Pokud V (~x) je max. kvadratický v xi (Fj je max. lineární)

〈Fj〉ψ(t) = Fj

(
〈Q̂i〉ψ(t)

)
Střední hodnoty pak splňují klasické pohybové rovnice

q̇j =
pj

M
, ṗj = Fj(qi)
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Koherentní stavy LHO

Vlastní vektory anihilačního operátoru

â−|α〉 = α|α〉, α ∈ C

Rozvoj do báze vlastních vektorů Ĥ

|α〉 = e−
|α|2

2

+∞∑
n=0

αn
√

n!
|n〉

Časový vývoj koherentního stavu

|α(t)〉 = e−
|α|2

2

+∞∑
n=0

αn
√

n!
e−iω(n+ 1

2 )t |n〉 = e−
i
2ωte−

|α|2
2

+∞∑
n=0

(αe−iωt)n
√

n!
|n〉

= e−
i
2ωt |αe−iωt〉
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