
1 Grupy, transformace, diferenciálńı operátory a identity

Grupou nazýváme uspořádanou dvojici (G, ◦), kde G je neprázdná množina a ◦ : G × G → G
zobrazeńı (operace nazývaná součin) takové, že plat́ı:

1. ∀g1, g2, g3 ∈ G g1 ◦ (g2 ◦ g3) = (g1 ◦ g2) ◦ g3 asociativita

2. ∃e ∈ G ∀g ∈ G e ◦ g = g ◦ e = g jednotka

3. ∀g ∈ G ∃1g−1 ∈ G g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = e inverzńı prvek

Je-li operace součin v grupě (G, ◦) zřejmá z kontextu, jej́ı značku vynecháváme a mluv́ıme prostě o
grupě G. Grupa G se nazývá abelovská (komutativńı), je-li komutativńı jej́ı součin. Podmnožinu
H ⊂ G grupy (G, ◦) nazýváme podgrupou, je-li (H, ◦|H×H) grupou, tj. pokudH obsahuje jednotku
a je uzavřená v̊uči součinu a inverzi.

Jsou-li (G, ◦) a (H, ∗) grupy, pak zobrazeńı f : G → H nazýváme homomorfizmem grup,
pokud pro všechny g1, g2 ∈ G palt́ı f(g1◦g2) = f(g1)∗f(g2). Označmě GL(V ) grupu všech lineárńıch
regulárńıch operátor̊u na vektorovém prostoru V s operaćı skládáńı zobrazeńı. Homomorfizmus grup
ρ : G→ GL(V ) nazýváme reprezentaćı grupyG na vektorovém prostoru V . Dimenźı reprezentace
ρ nazýváme dimenzi V .

Homomorfizmus grup f : G→ G, který je bijekćı (tj. prostý a na) nazýváme automorfizmem
grupy G a množinu všech automorfizmů grupy G znač́ıme Aut(G). Bud’ φ : H → Aut(G) ho-
momorfizmus grup, pak semidirektńım (polopř́ımým) součinem grup (G, ◦) a (H, ∗) je grupa
(G×H, •φ) značenáH⋊G s operaćı definovanou předpisem (g1, h1)•φ(g2, h2) = (g1◦φ(h1)g2, h1∗h2).
Je-li homomorfizmus φ triviálńı tj. φ(h) = eG,∀h ∈ H nazýváme součin grup G a H direktńım
(př́ımým) a znač́ıme G×H.

Transformaćı množinyM rozumı́me bijekci (vzájemně jednoznačné zobrazeńı) množinyM na
sebe samu. Množina všech transformaćı množiny M tvoř́ı grupu. Je-li množina vybavena nějakou
strukturou (topologíı/algebraickými operacemi) pak se obvykle zaj́ımáme o takové transformace
(homeomorfismy/automorfismy), které tuto strukturu zachovávaj́ı. Takové transformace budeme
nazývat symetriemi. Množina všech symetrii opět tvoř́ı grupu.

Např́ıklad reálný vektorový prostor V dimenze n ∈ N má lineárńı strukturu (sč́ıtáńı vektor̊u a
násobeńı vektoru č́ıslem) a proto po jeho transformaćıch vyžadujeme linearitu. Symetriemi vekto-
rového prostoru jsou tedy regulárńı lineárńı operátory (grupa GL(n)). Je-li na V nav́ıc definován
skalárńı součin ⟨., .⟩, požadujeme i jeho zachováńı a symetriemi (V, ⟨., .⟩) budou jen ortogonálńı
operátory (grupa O(n)). Všechny lineárńı transformace (V, ⟨., .⟩), které byly symetriemi samotného
vektorového prostoru V , pak občas zkráceně nazýváme transformace (V, ⟨., .⟩). 1 2

Symetríı objektu tedy nazýváme transformaci, která neměńı vlastnosti tohoto objektu a na-
opak objekt nazveme invariantńım vzhledem k transformaci, pokud je tato transformace jeho
symetríı. Např́ıklad symetríı S podmnožiny N ⊂ M bude transformace M splňuj́ıćı S(N) =
{S(m) |m ∈M } = N a tedy podmnožina N bude invariantńı vzhledem k S. Množina všech sy-
metríı daného objektu opět tvoř́ı grupu.

1Jiným př́ıkladem může být fázový prostor uzavřeného systému. Ten má strukturu symplektické variety (Γ, ω),
což je hladká varieta Γ vybavená symplektickou formou ω (uzavřenou nedegenerovanou diferenciálńı formou stupně 2)
reprezentovanou Poissonovou závorkou {., .}. Jeho transformacemi jsou hladké difeomorfismy a symetriemi jsou pouze
ty z nich, které zachovávaj́ı symplektickou formu ω (Poissonovou závorku) tedy kanonické transformace. Požadavek
na to aby transformace byly hladké difeomorfismy (hladké bijekce, jejichž inverze je také hladká) plyne ze struktury
hladké variety.

2Na vektorový prostor V se skalárńım součinem lze pohĺıžet jako na hladkou varietu. Ze skalárńıho součinu můžeme
totiž postupně naindukovat normu, metriku i topologii na V . Po jeho transformaćıch bychom tak měli požadovat
hladkost, ta již však na prostorech konečné dimenze automaticky plyne z linearity.
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Nebot’ zobrazeńı f : A → B je podle definice podmnožinou f ⊂ A × B kartézského součinu
množin A,B splňuj́ıćı, že každý prvek z A má nejvýše jeden obraz v B, můžeme jeho symetrii
definovat jako jako transformaci A × B v̊uči které je tato podmnožina f invariantńı. Pro funkci
f : R→ R tak dostáváme, že jej́ı symetrie jsou symetrie jej́ıho grafu jako podmnožiny v R2.

V konkrétńıch př́ıpadech se můžeme omezit jen na některé typy symetrii. Např́ıklad ze symetríı
funkce f můžeme uvažovat pouze ty, které odpov́ıdaj́ı transformaćım S : Dom(f) ⊂ A→ Dom(f)
jej́ıho definičńıho oboru zachovávaj́ıćım jej́ı hodnotu f(S(x)) = f(x), ∀x ∈ Dom(f). Tento typ
symetríı jsme už́ıvali pro Lagrangeovy funkce v teorému Noetherové a dále na něj budeme narážet
v př́ıpadě skalárńıch poĺı.

Pro rovnice (algebraické, goniometrické či diferenciálńı) nebo systémy rovnic jsou symetrie
definovány jako takové transformace definičńıho oboru, které každé řešeńı zobrazuj́ı na řešeńı.

Transformace prostoru o kterých jsme se dosud zmı́nili označujeme jako aktivńı tedy ta-
kové, které “hýbou” s body daného prostoru. Definujeme-li na našem prostoru soustavu souřadnic
(např́ıklad na vektorovém prostoru Vn lineárńı souřadnice definované souřadnicovým izomorfismem
(.)E : Vn → Rn daným volbou báze E ve Vn) můžeme zkoumat přechody mezi r̊uznými volbami
těchto soustav souřadnic (odpov́ıdaj́ıćımi r̊uzným volbám báze E ve Vn), které nazýváme pasivńı
transformace.

Aktivńı transformace - otočeńı
vektoru v⃗ proti směru hodin

(v⃗ ′)E = EA(φ)E(v⃗)E
složky nového v⃗ ′ a starého
vektoru v⃗ v téže bázi E

←− rotace o úhel φ −→

v⃗ ′ = A(φ)v⃗(
v′1
v′2

)
=

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
v1
v2

)
Pasivńı transformace - otočeńı
souřadnic o φ po směru hodin

(v⃗)E ′ = E IdE
′
(v⃗)E

složky téhož vektoru v⃗
v nové E a staré bázi E

Pasivńı transformace tedy představuj́ı jen změnu popisu objekt̊u při změně systémů souřadnic
a nemohou tak již z principu měnit jejich vlastnosti (např́ıklad délky vektor̊u), mohou však měnit
vzorce podle kterých se tyto vlastnosti poč́ıtaj́ı ze souřadnic. Naproti tomu aktivńı transformace
mohou měnit vlastnosti objekt̊u avšak vzorce, pomoćı nichž tyto vlastnosti poč́ıtáme ze souřadnic,
neměńı, nebot’ popisuj́ı změnu objekt̊u vzhledem k pevně zvolené soustavě souřadnic.

Cvičeńı 1.1 Uved’te př́ıklady abelovských grup se kterými jste se jǐz setkali. Specifikujte jaká je v
nich operace, jednotka a inverzńı prvek.

Cvičeńı 1.2 Dokažte, že následuj́ıćı množiny tvoř́ı grupu vzhledem k operaci součinu matic

GL(n) = {A ∈ Rn,n |detA ̸= 0}

SL(n) = {A ∈ Rn,n |detA = 1}
O(n) =

{
A ∈ Rn,n

∣∣ATA = AAT = 1n

}
SO(n) =

{
A ∈ Rn,n

∣∣ATA = AAT = 1n, detA = 1
}

Sp(2s) =
{
A ∈ R2s,2s

∣∣ATJA = J
}
, J =

(
0 1s

−1s 0

)
Cvičeńı 1.3 Spočtěte determinant pro libovolný prvek grup O(n) a Sp(2s).

Cvičeńı 1.4 Jaký je vzájemný vztah grup z cvičeńı 1.2?

Cvičeńı 1.5 Určete, jak vypadá inverzńı element v grupách O(n) a Sp(2s).

Cvičeńı 1.6 Jaký geometrický význam maj́ı prvky grupy O(n), SL(n) a SO(n) pokud je interpre-
tujeme jako aktivńı/pasivńı transformace euklidovského prostoru En? Jaké operace zachovávaj́ı v
př́ıpadě n = 3?
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Cvičeńı 1.7 Zapǐste definičńı vztah pro prvky grupy O(n) pomoćı prvk̊u matice a Einsteinovy su-
mace.

Cvičeńı 1.8 Spočtěte εijkδjk a ukažte, že stejný výsledek dostanete pro libovolný výraz typu AijSij

kde Sij = Sji je symetrické a Aij = −Aji antisymetrické.

Cvičeńı 1.9 Pomoćı Einsteinova sumačńıho pravidla dokažte následuj́ıćı identity pro skalárńı pole
φ(x⃗) a vektorová pole A⃗(x⃗), B⃗(x⃗)

rot(gradφ) = 0

div(A⃗× B⃗) = B⃗ · rot A⃗− A⃗ · rot B⃗

∇(A⃗ · B⃗) = (A⃗ · ∇)B⃗ + (B⃗ · ∇)A⃗+ A⃗× (∇× B⃗) + B⃗ × (∇× A⃗)

Cvičeńı 1.10 Dokažte, že pro sféricky symetrické skalárńı pole φ = φ(r), kde r = |r⃗ | =
√∑

x2l
plat́ı

∆φ(r) = φ′′(r) +
2

r
φ′(r) =

1

r

d2

dr2
(rφ(r)) =

1

r2
d

dr

(
r2
dφ

dr

)
Cvičeńı 1.11 Dokažte identity pro skalárńı φ(x⃗) a vektorová pole A⃗(x⃗), B⃗(x⃗)

div(rot A⃗) = 0

rot rot A⃗ = grad div A⃗−∆A⃗

rot(A⃗× B⃗) = (B⃗ · grad)A⃗− (A⃗ · grad)B⃗ + A⃗ div B⃗ − B⃗ div A⃗

div(φA⃗) = φ div A⃗+ A⃗ · gradφ

rot(φA⃗) = φ rot A⃗+ gradφ× A⃗

Cvičeńı 1.12 Dokažte identity platné pro skalárńı pole φ(x⃗) a ψ(x⃗)

∇(φψ) = φ∇ψ + ψ∇φ

∆(φψ) = φ∆ψ + 2∇φ · ∇ψ + ψ∆φ

Cvičeńı 1.13 Dokažte identity ve kterých r = |r⃗ |, p⃗ je konstantńı vektor a φ(r) skalárńı pole

gradφ(r) = φ′(r)
r⃗

r

grad(p⃗ · r⃗) = p⃗

div
p⃗

r
= − p⃗ · r⃗

r3
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2 Tenzory

Tenzor T typu
(
p
q

)
(kontravariantńı řádu p ∈ N0 a kovariantńı řádu q ∈ N0) na reálném vektorovém

prostoru V dimenze n ∈ N má vzhledem k bázi E = (e⃗1, . . . , e⃗n) tohoto prostoru np+q složek

T
i1,...,ip
j1,...,jq

∈ R, které se při změně báze ⃗̃ej = e⃗iS
i
j dané matićı přechodu S ∈ GL(n) transformuj́ı podle

vztahu
T̃

i1,...,ip
j1,...,jq

= (S−1)i1k1 . . . (S
−1)

ip
kp
T

k1,...,kp
l1,...,lq

Sl1
j1
. . . S

lq
jq
.

Tenzorová hustota T váhy λ ∈ Z typu
(
p
q

)
na V má stejný počet složek jako tenzor T , které se

ale při změně báze transformuj́ı podle vztahu

T̃ i1,...,ip
j1,...,jq

= (det S)λ(S−1)i1k1 . . . (S
−1)

ip
kp
T k1,...,kp

l1,...,lq
Sl1

j1
. . . S

lq
jq
.

Tenzor resp. tenzorová hustota se nazývá invariantńı vzhledem k zvolené grupě transformaćı, po-
kud se při těchto transformaćıch neměńı jeho složky. Řádem tenzoru typu

(
p
q

)
nazýváme č́ıslo

p + q. Indexy které jsou nahoře se nazývaj́ı kontravariantńı a indexy dole kovariantńı. Tenzor
je symetrický (antisymetrický) ve dvou indexech stejného typu, pokud se při jejich prohozeńı
jeho složky nezměńı (změńı znaménko). Je-li tenzor typu

(
p
0

)
nebo

(
0
q

)
symetrický (antisymetrický)

vzhledem ke všem dvojićım index̊u, nazývá se úplně symetrický (úplně antisymetrický). Nede-
generovaná bilineárńı symetrická forma g ∈ T 0

2 (V ) nazývaná (pseudo)metrický tenzor umožňuje
kanonicky ztotožnit prvky V a jeho duálńıho prostoru V # což odpov́ıdá snižováńı T i

.jk = gjlT
il
..k a

zvedáńı T il
..k = gljT i

.jk index̊u. Kde (gij) jsou prvky inverzńı matice k matici (gij). Při zvedáńı a
snižováńı index̊u je nutné udržovat stejné vzájemné pořad́ı index̊u i mezi indexy horńımi a dolńımi.
K vyznačeńı pořad́ı index̊u se už́ıvá tečka. Kontrakćı (zúžeńım) tenzoru T nazýváme tenzor

jehož složky vznikly ze složek T
i1...ip
j1...jp

tenzoru T vysč́ıtáńım přes dvojici stejných index̊u, z nichž
jeden index je horńı a druhý dolńı. Kontrakce v indexech ik a jl odpov́ıdá násobeńı složek tenzoru
Koroneckerovým δjlik a provedeńı Einsteinovy sumace.

Cvičeńı 2.1 Podle hodnot veličin A, B v
baźıch E = (e⃗1, . . . , e⃗3) a Ẽ = (⃗ẽ1, . . . ,⃗̃e3)
určete, zda se jedná o vektory nebo kovektory.

veličina báze E báze Ẽ

A (1, 2, 3) (2, 0,−1)
B (4, 5, 6) (15, 5,−2)

⃗̃e1 = e⃗1 + e⃗2 + e⃗3
⃗̃e2 = e⃗1 − e⃗2 + e⃗3
⃗̃e3 = e⃗1 − e⃗3

Cvičeńı 2.2 Necht’ složky veličiny C v bázi E = (e⃗1, . . . , e⃗3) maj́ı hodnoty (1, 1, 1) a v bázi Ẽ z
předchoźıho cvičeńı maj́ı rovněž hodnoty (1, 1, 1). Je veličina C kovariantńı nebo kontravariantńı
vektor?

Cvičeńı 2.3 Uvažujme veličinu T definovanou na Vn, jej́ı̌z složky jsou vzhledem k libovolné bázi
Vn rovny součin̊um uivj složek vektor̊u u⃗, v⃗ ∈ Vn. Jak se tato veličina transformuje při změně báze
⃗̃ej = e⃗iS

i
j, S ∈ GL(n)? O jaký typ veličiny se jedná? Zapǐste vztah mezi T a u⃗, v⃗ a) pomoćı matic

b) pomoćı tenzorových operaćı.

Cvičeńı 2.4 Jak vypadaj́ı složky tenzor̊u α←−⊗ v⃗, v⃗ ⊗ α←−, 1̂⊗ v⃗, v⃗ ⊗ 1̂ v bázi E = (e⃗1, . . . , e⃗n).

Cvičeńı 2.5 Zapǐste pomoćı matic vztahy pro transformace složek pro všechny typy tenzor̊u 2. řádu
na Vn.

Cvičeńı 2.6 Necht’ F ∈ GL(n) je matice přechodu od ortonormálńı báze E = (e⃗1, . . . , e⃗n) k obecně

neortonormálńı bázi Ẽ = (⃗ẽ1, . . . ,⃗̃en). Ukažte, že skalárńı součin a⃗ · b⃗ má v bázi Ẽ tvar a⃗ · b⃗ = aibjgij,

kde gij := F k
iF

k
j je Gramova matice souboru (⃗ẽ1, . . . ,⃗̃en).
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Cvičeńı 2.7 Ukažte, že prvky matice gij definuj́ıćı skalárńı součin v obecné bázi lze považovat za
složky kovariantńıho (tzv. metrického) tenzoru.

Cvičeńı 2.8 Ukažte že γ = det(gij), kde (gij) je matice definuj́ıćı skalárńı součin v obecné bázi, je
skalárńı hustota stupně 2.

Cvičeńı 2.9 Definujme veličinu T , jej́ı̌z složky jsou v libovolné bázi vektorového prostoru Vn dány
předpisem T i

j = δij, ukažte že jde o GL(n)–invariantńı tenzor typu
(
1
1

)
tzv. jednotkový tenzor.

Cvičeńı 2.10 Definujme veličinu T , jej́ı̌z složky jsou v libovolné ortonormálńı bázi vektorového
prostoru Vn dány předpisem Tij = δij. Ukažte, že se při ortogonálńıch transformaćıch chová, jako
invariantńı tenzor typu

(
0
2

)
. Jak by vypadaly jej́ı složky v libovolné bázi, kdyby tenzorem skutečně

byla?

Cvičeńı 2.11 Definujme tenzor T typu
(
0
3

)
tak, že jeho složky jsou v libovolné pravotočivé orto-

normálńı bázi vektorového prostoru R3 dány předpisem Tijk = εijk, jak budou vypadat složky v
libovolné bázi? (takové veličině někteř́ı autoři ř́ıkaj́ı Levi–Civit̊uv tenzor).

Cvičeńı 2.12 Zjistěte jakého typu je veličina, jej́ı̌z složky jsou v libovolné bázi T ijk = εijk ≡ εijk.

Cvičeńı 2.13 Rozložte tenzor (Fij) = ( 1 7
−3 4 ) na symetrickou F S a antisymetrickou část FA. Pro

symetrickou část najděte polárńı bázi, tj. bázi ve které je F S diagonálńı a najděte složky FA a F
vzhledem k této bázi.

Cvičeńı 2.14 Kolik nezávislých složek má tenzor 2. řádu typu
(
p
0

)
na prostorech Vn, V3 a V4 je-li

a) úplně antisymetrický b) úplně symetrický?

Cvičeńı 2.15 Proved’te kontrakci (úžeńı) tenzoru T ∈ T 1
1 (V3) jehož složky jsou v dané bázi E

T = (T i
j ) =

(
1 2 3
4 5 6
7 8 9

)
. Záviśı výsledek na zadané bázi E?

Cvičeńı 2.16 Pomoćı (pseudo) metrického tenzoru g = (gµν) = diag(1,−1,−1,−1) snǐzte indexy
u vektoru X a kontravariantńıho tenzoru druhého řádu F. Indexy µ, ν jdou od 0 do 3.

Cvičeńı 2.17 Ukažte, že jediné GL(n)–invariantńı tenzory lichého řádu jsou nulové tenzory.

Cvičeńı 2.18 Ukažte, že při ortogonálńıch transformaćıch se složky vektor̊u a kovektor̊u transfor-
muj́ı stejně.

Cvičeńı 2.19 Jak se transformuje duálńı báze duálńıho vektorového prostoru?

Cvičeńı 2.20 Kolik nezávislých složek má tenzor řádu typu
(
p
0

)
na prostoru Vn, je-li a) úplně an-

tisymetrický b) úplně symetrický?

Cvičeńı 2.21 Ukažte že totálně antisymetrické Levi–Civitovy symboly v dimenzi n εi1,i2,...in ∈ {−1, 0, 1},
ε1,2,...,n = 1, lze chápat jako složky GL(n)–invariantńı kovariantńı tenzorové hustoty váhy -1 nebo
invariantńı kontravariantńı tenzorové hustoty váhy +1. Použijte definici determinantu matice. (Levi-
Civitovy tenzorové hustoty

Cvičeńı 2.22 Ukažte, že pro pro libovolný tenzor T typu
(
1
1

)
představuj́ı koeficienty charakteris-

tického polynomu det(S − λ1̂) = −λ3 + ϑ1λ
2 − ϑ2λ+ ϑ3 = 0 GL(n)–invariatńı veličiny:

ϑ1 = δijT
j
i = T i

i = Tr(T )

ϑ2 =
1
2
(εijkε

lmkT i
lT

j
m) =

1
2
(T i

iT
j
j − T i

jT
j
i )

ϑ3 =
1
3!
(εijkε

lmnT i
lT

j
mT

k
n) =

1
3!
(εijkε

ijk det(T )) = det(T ).
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3 Afinńı prostor, Tenzorová pole, Galileiho transformace

Soustava afinńıch (př́ımočarých) souřadnic ⟨o, E⟩ v afinńım prostoru An dimenze n ∈ N je

dána volbou počátku o ∈ An a báze E = (e⃗1, . . . , e⃗n) zaměřeńı A⃗n. Souřadnice bodu b ∈ An v této
soustavě jsou xi(b) = e←−

i(b− o).
Tenzorové pole T typu

(
p
q

)
na afinńım prostoru An je zobrazeńı T : A → T p

q (A⃗n), které

každému bodu An přǐrad́ı tenzor typu
(
p
q

)
definovaný na jeho zaměřeńı A⃗. Složky tenzorového pole

se při transformaci souřadnic afinńıho prostoru xi = x̂i(x̃),∀i ∈ n̂ transformuj́ı podle vztahu

T̃
i1,...,ip
j1,...,jq

(x̃) = (S−1)i1k1 . . . (S
−1)

ip
kp
T

k1,...,kp
l1,...,lq

(x)Sl1j1 . . . S
lq
jq
, kde Sij =

∂x̂i

∂x̃j

jsou prvky Jacobiho matice. Transformace souřadnic představuje symetrii tenzorového pole T
pokud plat́ı T̃

i1,...,ip
j1,...,jq

(x̃) = T
i1,...,ip
j1,...,jq

(x̃) tj. jeho složky jsou před i po transformaci stejné funkce.

Afinńı prostor (An, g) se skalárńım součinem g(⃗a, b⃗) = a⃗ · b⃗ nazýváme eukleidovský a znač́ıme
En. Soustavu afinńıch souřadnic ⟨o, E⟩ v eukleidovského afinńım prostoru En nazýváme kartézskou
soustavou souřadnic (KSS) pokud je báze E ortonormálńı. V KSS jsou kovariantńı a kontravari-
antńı složky stejné (při O(3) transformaćıch mezi KSS se transformuj́ı stejně) a proto v KSS ṕı̌seme
indexy pouze dolu. KSS pevně spojená se vztažným (tuhým hmotným tělesem) a hodinami (meto-
dou měřeńı času) tvoř́ı vztažnou soustavu (VS) vzhledem ke které definujeme fyzikálńı veličiny
týkaj́ıćı se pohybuj́ıćıch se těles (polohový vektor, okamžitá rychlost a okamžité zrychleńı, kinetická
energie, hybnost, moment hybnosti, ...). Je tedy třeba rozlǐsovat přechody mezi souřadnicemi at’ už
kartézskými nebo obecnými v rámci jedné vztažné soustavy, měńıćımi jen matematický popis bez
hlubš́ıho fyzikálńıho obsahu (viz. zimńı semestr) od přechod̊u mezi vztažnými soustavami (Galileiho
princip relativity).

Galileiho transformace je transformace souřadnic mezi KSS ⟨o, E⟩, t a ⟨õ(t) = o + W⃗ t +

x⃗0, Ẽ = ES⟩, t̃ = t− t0 v eukleidovském afinńım prostoru A, kde W⃗ , x⃗0 ∈ A⃗ a S ∈ SO(3), reprezen-
tuj́ıćımi inerciálńı VS.3

Cvičeńı 3.1 Jak se transformuj́ı afinńı souřadnice xi(b) bodu b ∈ A v afinńım prostoru při přechodu

od jedné soustavy souřadnic ⟨o, (e⃗1, . . . , e⃗n)⟩ k druhé ⟨õ, (⃗ẽ1, . . . ,⃗̃en)⟩?

Cvičeńı 3.2 Odvod’te inverzńı vztah k x̃j(b) = (S−1)ji (x
i(b) − xi(õ)) t.j. xi(b) jako funkci x̃i(b) a

x̃i(o).

Cvičeńı 3.3 Ukažte, že obecné hybnosti pi =
∂L
∂q̇i

se při změně obecných souřadnic qi = q̂i(Q, t), ∀i ∈
ŝ transformuj́ı jako složky kovektoru.

Cvičeńı 3.4 Ukažte, že pro libovolné tenzorové pole Tij(x) na En se jeho divergence
∂Tij

∂xj
při orto-

gonálńıch transformaćıch souřadnic (přechodech mezi KSS) transformuje jako vektorové pole.

Cvičeńı 3.5 Ukažte, že pro libovolné vektorové pole F⃗ (x) na En se veličina rot F⃗ (x) při vlastńıch
ortogonálńıch transformaćıch souřadnic (přechodech mezi pravotočivými KSS) transformuje jako
vektorové pole.

Cvičeńı 3.6 Transformujte intenzitu elektrického pole E⃗(x) buzeného bodovým nábojem Q umı́stěným
v počátku KSS ⟨o, E = (e⃗1, e⃗2, e⃗3)⟩ do
a) KSS ⟨õ = o+ a⃗, Ẽ = E⟩ jej́ı̌z počátek je posunut o a = (a1, a2, a3) ∈ R3

3Někdy se bere S ∈ O(3) a někdy se připoušt́ı i změna směru chodu času t̃ = −t.
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b) KSS ⟨õ = o, Ẽ = ES⟩, kde S ∈ SO(3)
c) [Dcv.] KSS jej́ı̌z osy jsou natočeny okolo 3. osy o úhel π

6
.

Která z transformaćı představuje symetrii vektorového pole E⃗(x)?

Cvičeńı 3.7 Složte Galileiho transformace souřadnic dané pomoćı prvk̊u (S,W, x0) a (S′,W ′, x′0),
kde S, S′ ∈ O(3) a W,W ′, x0, x

′
0 ∈ R3 tj. zapǐste výsledek jako (S′′,W ′′, x′′0).

Cvičeńı 3.8 Zapǐste Galileiho transformaci x̃ = ST (x−Wt−x0), t̃ = t souřadnic (pasivńı) pomoćı
matic – maticová reprezentace Galileiho grupy. S využit́ım tohoto zápisu složte dvě po sobě jdoućı
Galieliho transformace.

Cvičeńı 3.9 Ukažte, že jediný jednočásticový galieovsky invariantńı systém je pouze volná částice.

Cvičeńı 3.10 Jak se transformuje kinetická energie volné částice při transformaci souřadnic xi =
x̃i + wit,∀i = 1, 2, 3, kde wi jsou konstanty je-li tato transformace a) změnou souřadnic v rámci
jedné vztažné soustavy b) přechodem mezi vztažnými soustavami?

Cvičeńı 3.11 Najděte transformačńı vztah pro celkový moment hybnosti L⃗ =
∑N

α=1 r⃗α×p⃗α soustavy
N hm. bod̊u při přechodu od inerciálńı VS ⟨o, E⟩ k VS ⟨o′(t), E ′ = E⟩ která se v̊uči ńı pohybuje a to
tak, že je

a) neinerciálńı

b) inerciálńı tj. r⃗(o′) = W⃗ t+ a⃗0, kde W,a0 ∈ R3 jsou konstanty. Ukažte, že v tomto př́ıpadě pro

izolovanou soustavu plat́ı L⃗′ = konst.

c) soustava hmotného středu tj. x⃗(o′) = R⃗. Ukažte, že druhá věta impulsová má v soustavě

hmotného středu stejný tvar jako v soustavě inerciálńı
˙⃗
L = N⃗ (e).

Cvičeńı 3.12 Ukažte že pro libovolné skalárńı pole U(x) na En se veličina gradU transformuje při
ortogonálńıch transformaćıch jako vektorové pole.

Cvičeńı 3.13 Ukažte, že pro libovolné vektorové pole F⃗ (x) na En se veličina div F⃗ transformuje
při ortogonálńıch transformaćıch souřadnic jako skalárńı pole.

Cvičeńı 3.14 Transformujte skalárńı pole ϕ(x1, x2, x3) = − GM√
x2
1+x2

2+x2
3

popisuj́ıćı gravitačńı po-

tenciál hmotného bodu hmotnosti M v počátku KSS ⟨o, (e⃗1, e⃗2, e⃗3)⟩ do KSS ⟨õ, (⃗̃e1 = e⃗1, ⃗̃e2 =
1√
2
(e⃗2 + e⃗3), ⃗̃e3 =

1√
2
(e⃗2 − e⃗3))⟩ jej́ı̌z počátek õ má v p̊uvodńı soustavě souřadnice x(õ) = (a1, a2, 0).

Cvičeńı 3.15 Transformujte složky vektorového pole Ei(x1, x2, x3) = 1
4πε0

Qxi

(x2
1+x2

2+x2
3)

3/2 popisuj́ıćı

intenzitu elektrického pole buzeného nábojem Q umı́stěným v počátku KSS ⟨o, (e⃗1, e⃗2, e⃗3)⟩ do KSS

⟨õ = o, (⃗ẽ1 = e⃗2,⃗̃e2 = −e⃗1,⃗̃e3 = e⃗3)⟩.

Cvičeńı 3.16 Transformace skalárńıho pole. Zapǐste funkce popisuj́ıćı skalárńı elektrický potenciál
soustavy dvou elektron̊u vzdálených od sebe na délku l ve vztažné soustavě:
a) ⟨o, E⟩, kde o je bod lež́ıćı ve středu úsečky spojuj́ıćı elektrony a E je ortonormálńı báze, že e⃗1
směřuje ve směru spojnice obou elektron̊u a e⃗2, e⃗3 jsou na ńı kolmé?
b) ⟨õ, Ẽ⟩, kde õ je bod lež́ıćı ve vrcholu rovnoramenného pravoúhlého trojúhelńıka, jehož přepona

je tvořena úsečkou spojuj́ıćı elektrony a Ẽ ortonormálńı báze taková, že ⃗̃e1,⃗̃e2 směřuj́ı ve směru
jednotlivých elektron̊u a ⃗̃e3 je na ně kolmá?
Uvědomte si, že ač funkce φ a φ̃ maj́ı r̊uzný tvar, popisuj́ı stejné elektrické pole!
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Cvičeńı 3.17 Převed’te Newtonovy rovnice pro jeden hmotný bod do obecných souřadnic. Pro které
volby obecných souřadnic budou mı́t v př́ıpadě volného bezsilového hmotného bodu tyto rovnice stejný
tvar jako v kartézských souřadnićıch tj. které z transformaćı budou jejich symetriemi v př́ıpadě
nulového silového pole?

Cvičeńı 3.18 Určete jaká omezeńı plynou pro śıly p̊usob́ıćı v uzavřené dvoučásticové soustavě z
požadavku galieovské invariance.

Cvičeńı 3.19 Dokažte, že centrálńı izotropńı śıly F⃗ (r⃗ ) = f(|r⃗ |)r⃗ jsou potenciálńı.

4 Rotace, Tuhé těleso

Uvažujme vzájemný rotačńı pohyb dvou vztažných soustav reprezentovaných kartézskými sousta-
vami souřadnic ⟨o, E⟩ a ⟨o, Ẽ(t) = ES(t)⟩ se společným počátkem, kde t 7→ S(t) ∈ SO(3) je spojitě

diferencovatelné zobrazeńı, z pohledu VS ⟨o, E⟩. Pseudovektor Ω⃗ úhlové rychlosti rotace VS

⟨o, Ẽ(t)⟩ vzhledem k VS ⟨o, E⟩ definujeme pomoćı tenzoru úhlové rychlosti ω, jehož složky vzhle-

dem k bázi Ẽ jsou dány předpisem ω̃ij = −(ST Ṡ)ij. V pravotočivé (ortonormálńı) bázi Ẽ budou

složky pseudovektoru Ω⃗ rovny Ω̃i =
1
2
εijkω̃jk = −1

2
εijk(S

T Ṡ)jk.
Abychom popsali pohyb tuhého tělesa vzhledem k inerciálńı (laboratorńı) VS ⟨o, E⟩ spoj́ıme s

ńım tzv. tělesovou VS ⟨õ(t), Ẽ(t)⟩, jej́ıž počátek õ(t) = o+ R⃗(t) bude ležet v jeho hmotném středu
a jej́ıž osy budou nehybné vzhledem k tělesu. Translačńı pohyb tuhého tělesa je pak dán výslednićı

vněǰśıch sil F⃗ (e) p̊usob́ıćıch na těleso a 1. větou impulzovou v laboratorńı soustavě
˙⃗
P =M

¨⃗
R = F⃗ (e),

kde M je celková hmotnost tělesa.
Rozložeńı hmoty ve spojitém tělese objemu V popisuje tenzor momentu setrvačnosti I,

jehož složky jsou v př́ıslušné VS dány vztahy Ijk =
∫
V

ρ(δjkxlxl − xjxk)dV , ∀i, j = 1, 2, 3. V labo-

ratorńı VS i ve VS hmotného středu jsou tyto složky závislé na čase, proto se zpravidla poč́ıtaj́ı v
tělesové VS. Nediagonálńı prvky I se nazývaj́ı deviačńı momenty. Tenzor momentu setrvačnosti je
symetrický (Ijk = Ikj) a proto lze osy tělesové VS vždy zvolit tak, že jeho matice bude diagonálńı
I = diag(I1, I2, I3). Takové osy nazýváme hlavńı osy setrvačnosti a jim př́ıslušné momenty Ij
hlavńı momenty setrvačnosti. Rotačńı pohyb tuhého tělesa źıskáme řešeńım Eulerových se-

trvačńıkových rovnic Ĩij
˙̃
Ωj + εijkΩ̃j ĨklΩ̃l = Ñ

(e)
i , ∀i = 1, 2, 3, představuj́ıćıch přepis 2. věty

impulzové
˙⃗
L′ = N⃗ ′(e) ze soustavy hmotného středu do tělesové soustavy a následným dopoč́ıtáńım

prvk̊u matice S(t) z rovnic Ṡij = −εjklΩ̃kSil, ∀i = 1, 2, 3.

Kinetická energie tuhého tělesa v laboratorńı soustavě T = 1
2
MṘi

2
+ 1

2
ĨjkΩ̃jΩ̃k je součtem

kinetické energie translačńıho pohybu hmotného středu a kinetické energie rotačńıho pohybu v̊uči
hmotnému středu (kinetická energie v soustavě hmotného středu). Jde-li o rotaci kolem “pevné” osy
jdoućı hmotným středem tělesa, jej́ıž směr je v laboratorńı soustavě dán konstatńım jednotkovým
vektorem n⃗, pak Ω⃗ = |Ω⃗|n⃗ a kinecká energie v soustavě hmotného středu bude T ′ = 1

2
Ijknjnk|Ω⃗|2 =

1
2
In⃗|Ω⃗|, kde In⃗ nazýváme momentem setrvačnosti tělesa vzhledem k ose n⃗.

Cvičeńı 4.1 Ukažte, že ωij = −(ṠST )ij a ω̃ij = −(ST Ṡ)ij jsou složky téhož tenzoru ω úhlové rych-

losti rotace VS ⟨õ, Ẽ = ES(t)⟩ vzhledem k VS ⟨o,E⟩ a Ωi a Ω̃i složky téhož pseudovektoru Ω⃗ v báźıch

E a Ẽ(t) = ES(t), kde t 7→ S(t) ∈ SO(3) je spojitě diferencovatelné zobrazeńı.

Cvičeńı 4.2 Najděte složky Ω̃(t) pseudovektoru úhlové rychlosti Ω⃗(t) rotace VS ⟨o, Ẽ(t) = ES(t)⟩
vzhledem k VS ⟨o, E⟩, je-li

S(t) =

cosφ(t) − sinφ(t) 0
sinφ(t) cosφ(t) 0

0 0 1

 .
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Cvičeńı 4.3 Časová změna vektoru v rotuj́ıćı soustavě. Časovou změnu vektoru y⃗ = yie⃗i vzhledem
k VS ⟨o, E⟩ definujeme předpisem d

dt
y⃗ = ẏie⃗i. Uvažujte dvě vztažné soustavy se společným počátkem

⟨o, E⟩ a ⟨o, Ẽ(t) = ES(t)⟩, S(t) ∈ SO(3). Ukažte, že časové změny vektor̊u vzhledem k prvńı ze soustav

lze vyjádřit pomoćı vztah̊u
˙⃗
ẽi =

d
dt
⃗̃ei = ω̃ij

⃗̃ej pro bazické vektory a ˙⃗y = d
dt
y⃗ = d̃

dt
y⃗ + Ω⃗ × y⃗, kde d̃

dt

znač́ı derivaci vzhledem k VS ⟨o, Ẽ⟩. Jaké vztahy plat́ı pro složky vektoru y⃗(t) = yi(t)e⃗i = ỹj(t)⃗ẽj(t)?

Cvičeńı 4.4 Určete složky tenzoru momentu setrvačnosti v hlavńıch osách setrvačnosti a moment
setrvačnosti v̊uči libovolné ose jdoućı hmotným středem pro homogenńı kvádr o délkách hran a, b, c.

Cvičeńı 4.5 Ukažte, že pro těleso s konstantńı hustotou hmoty v homogenńım t́ıhovém poli je mo-
ment sil vzhledem k hmotnému středu tělesa nulový.

Cvičeńı 4.6 Řešte Eulerovy setrvačńıkové rovnice pro volný symetrický setrvačńık. Jaké pohyby
tento setrvačńık m̊uže konat?

Cvičeńı 4.7 Homogenńı válec s hlavńımi složkami momentu setrvačnosti I1 = I2, I3 na který
nep̊usob́ı žádné śıly rotuje v čase t0 úhlovou rychlost́ı 10 rad/s okolo 2. osy. Okolo jaké osy a jakou
rychlost́ı bude rotovat o 10 vteřin později?

Cvičeńı 4.8 Stabilita rotace bezsilového setrvačńıku: Řı́káme, že rotace je stabilńı, když při malé
změně Ω⃗ od volné osy z̊ustává tato výchylka trvale malá. Ukažte, že stabilńı je rotace kolem os s
maximálńım a minimálńım hlavńım momentem setrvačnosti, kdežto rotace kolem osy se středńım
momentem setrvačnosti je nestabilńı, malá výchylka roste a rotace se ”překloṕı”.

Cvičeńı 4.9 Určete velikost śıly, kterou p̊usob́ı vyosené kolo na uložeńı hř́ıdele. Vyosené kolo
považujte za homogenńı obruč poloměru R, která rotuje konstantńı úhlovou rychlost́ı o velikosti
|Ω⃗| kolem osy (hř́ıdel) procházej́ı jej́ım středem, přičemž rovina obruče sv́ırá s touto osou úhel ε.
Hř́ıdel je uložena (v ložisku) na obou stranách obruče ve vzdálenost a od středu obruče.

Cvičeńı 4.10 Ukažte, že derivace ω̇ij a ˙̃ωij jsou složky téhož tenzoru v báźıch E a Ẽ = ES(t), kde
S(t) ∈ SO(3).

Cvičeńı 4.11 Určete tenzor momentu setrvačnosti pro homogenńı válec.

Cvičeńı 4.12 Hlavńı momenty setrvačnosti homogenńıho válce výšky h, poloměru r a hmotnosti m
jsou 1

12
m(3r2+h2) a 1

2
mr2. Určete moment setrvačnosti v̊uči libovolné ose jdoućı hmotným středem

válce.

Cvičeńı 4.13 Určete tenzor momentu setrvačnosti a moment setrvačnosti vzhledem k libovolné ose
jdoućı středem pro homogenńı krychli.

Cvičeńı 4.14 Řešte Eulerovy setrvačńıkové rovnice pro volný sférický setrvačńık.

Cvičeńı 4.15 Nalezněte matici otáčeńı S(t) pro homogenńı kouli v na kterou nep̊usob́ı žádné śıly.

Cvičeńı 4.16 Určete pohyb bodu povrchu homogenńı koule v homogenńım silovém poli.

Cvičeńı 4.17 Ukažte, že pro libovolné ỹ = (ỹ1, ỹ2, ỹ3) ∈ R3 plat́ı

(ST Ṡ)ij ỹj = −ω̃ij ỹj = (Ω̃× ỹ)i, (ω̃2)ikỹk = (Ω̃× (Ω̃× ỹ))i.
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5 Kontinuum

Śıly p̊usob́ıćı na elementárńı objem dV kontinua děĺıme na objemové a plošné. Śıly objemové jsou
vněǰśı śıly p̊usob́ıćı na celé těleso, které záviśı na objemu dV zvolené části tělesa a př́ıslušné hustotě
(např́ıklad hmotnostńı nebo nábojové) vyjadřujeme je pomoćı hustoty śıly f⃗ jako dF⃗ (o) = f⃗dV .
Śıly plošné popisuj́ı přenos silového p̊usobeńı v tělese. Jsou to śıly, kterými na objem dV p̊usob́ı
sousedńı elementárńı objemy. Plošné śıly dF⃗ (p)(r⃗, t, dS⃗) v daném mı́stě r⃗ tělesa záviśı na čase t

a zvolené elementárńı ploše dS⃗ = n⃗ dS, kde dS je velikost této plochy a n⃗ jej́ı normála s vněǰśı
orientaćı (tj. mı́̌ŕıćı z objemu dV ). Taylorovým rozvojem složek plošné śıly podle plochy, na kterou

śıla p̊usob́ı, źıskáme dFi(r⃗, t, dS⃗) = dFi(r⃗, t, 0⃗) +
∂Fi

∂Sj

∣∣
dS⃗=0⃗

njdS + O(dS2) =̇ 0 + ∂Fi

∂Sj

∣∣
dS⃗=0⃗

njdS.

Výraz σij(r⃗, t) = ∂Fi

∂Sj

∣∣
dS⃗=0⃗

(r⃗, t) představuje složky tenzorového pole tzv. tenzoru napět́ı v mı́stě

r⃗ a čase t. Plošnou śılu dF⃗ (p) = T⃗ dS vztaženou na velikost dS plochy dS⃗ = n⃗ dS, na kterou
p̊usob́ı, nazýváme vektorem napět́ı T⃗ (r⃗, t). Pro vektor napět́ı plat́ı Ti = σijnj. Diagonálńı složky
tenzoru napět́ı představuj́ı normálová napět́ı k souřadnicovým plochám, nediagonálńı složky napět́ı
smyková. Pro śıly splňuj́ıćı 3. Newton̊uv zákon je tenzor napět́ı symetrický a tedy ve vhodně zvolené
KSS v daném bodě kontinua je jemu odpov́ıdaj́ıćı matice diagonálńı. Tenzor napět́ı σ lze rozdělit
na čistě objemovou (tahově–tlakovou) σ(o) = 1

N
Tr(σ)1̂ a čistě smykovou σ(s) = σ − σ(o) část, kde

Tr(σ) =
∑
σii je stopa tenzoru σ označovaná jako −Np a N = Tr(1̂) je stopa jednotkového tenzoru

1̂.
Zkoumáme-li statiku kontinua, dosad́ıme do pohybových rovnic kontinua ϱai = fi+

∂σij

∂xj
nuly za

zrychleńı bod̊u kontinua ai a dostaneme tři rovnice 0 = fi +
∂σij

∂xj
pro šest neznámých složek tenzoru

napět́ı, které muśıme doplnit o okrajové podmı́nky udávaj́ıćı rozložeńı napět́ı σijnj

∣∣
∂V

= Ti
∣∣
∂V

nebo
posunut́ı u⃗ na povrchu kontinua.

Ideálńı tekutina je tekutina, ve které nep̊usob́ı smyková napět́ı, tj. jej́ı tenzor napět́ı má
pouze objemovou část σ = −p1̂. Mezi ideálńı tekutiny patř́ı ideálńı kapaliny, které jsou dokonale
nestlačitelné (ϱ = konst.) a ideálńı plyny, které jsou naopak dokonale stlačitelné a rozṕınavé. Me-
chanické chováńı ideálńı tekutiny popisujeme pomoćı vektorového pole rychlost́ı prouděńı tekutiny
v⃗(r⃗, t) a skalárńıch poĺı hustoty ϱ(r⃗, t) a tlaku p(r⃗, t) ideálńı tekutiny. Tato pole muśı pro ideálńı

tekutinu splňovat Eulerovu hydrodynamickou rovnici (∇ · v⃗)v⃗ + ∂v⃗
∂t

= 1
ϱ
(f⃗ −∇p).

Uvažujme aktivńı transformaci – posunut́ı bod̊u kontinua r⃗ ′ = r⃗ + u⃗ danou vektorovým po-
lem posunut́ı u⃗(r⃗ ). Dojde-li při tomto posunut́ı ke změně vzájemných vzdálenost́ı bod̊u kontinua,
nazýváme jej deformaćı. Tenzorem deformace nazýváme tenzor ϵ, jehož složky jsou

ϵij = 1
2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xj
+
∑ ∂uk

∂xi

∂uk

∂xj

)
. Jeho část eij = 1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xj

)
nazýváme tenzorem malé de-

formace. Oba tyto tenzory jsou symetrické a tedy diagonalizovatelné volbou vhodné KSS, nav́ıc
je lze rozdělit stejně jako tenzor napět́ı na čistě objemovou a smykovou část. Diagonálńı složky
tenzoru deformace představuj́ı relativńı prodloužeńı ve směru jednotlivých os, nediagonálńı složky
představuj́ı smykové deformace. Stopa tenzoru deformaćı se nazývá objemovou (kubickou) di-
lataćı ϑ = Tr(ϵ) a představuje relativńı změnu objemu.

Pomoćı tenzoru deformaćı popisujeme zejména tělesa pevného skupenstv́ı, kde jsou oproti jiným
skupenstv́ım změny vzájemných poloh “sousedńıch” částic kontinua zpravidla malé. Požadujeme-
li, aby kontinuum po deformaci z̊ustalo spojité, muśı složky tenzoru malých deformaćı splňovat
rovnice kompatibility εijmεkln

∂2eik
∂xm∂xn

= 0, ∀j, l, dokazatelné za předpokladu, že složky vektorového

pole posunut́ı jsou funkce tř́ıdy C3.
Hooke̊uv zákon σij = Cijklekl představuje vztah mezi tenzorem malé deformace a tenzorem

napět́ı a je dán tenzorem elastických koeficient̊u, jehož (d́ıky symetríım jen) 21 nezávislých
složek představuje konstanty (v př́ıpadě nehomogenńıho kontinua funkce) dané konkrétńım konti-
nuem. Pro homogenńı izotropńı kontinuum se počet těchto konstant redukuje na dvě: λ, µ nazývané
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Lamého koeficienty a Hooke̊uv zákon nabývá tvar σ = λTr(e)1̂ + 2µe. Rozlož́ıme-li oba tenzory na
objemovou a smykovou část, můžeme Hooke̊uv zákon přepsat ve tvaru σ(o) = 3Ke(o) a σ(e) = 2µe(s),
kde K = λ+ 2

3
µ je tzv. modul stlačitelnosti a µ modul pružnosti ve smyku. Kromě konstant λ, µ,K

se obvykle definuje ještě Young̊uv modul pružnosti v tahu E = µ(3λ+2µ)
λ+µ

vyjadřuj́ıćı poměr mezi

napět́ım a relativńım prodloužeńım a Poissonovu konstantu σ̄ = λ
2(λ+µ)

vyjadřuj́ıćı poměr mezi
př́ıčným zkráceńım a podélným prodloužeńım.

Cvičeńı 5.1 Uvažujte část kontinua ve tvaru krychle o hraně a ve které je tenzor napět́ı konstantńı
a vzhledem k osám tvořeným hranami krychle má složky σij. Určete normálové napět́ı k rovinné
ploše jej́ı̌z hrany tvoř́ı a) osy xy b) rovnoběžné stěnové úhlopř́ıčky dvou protilehlých stěn krychle c)
dvě stěnové úhlopř́ıčky jdoućı z vrcholu ve kterém je počátek.

Cvičeńı 5.2 Spočtěte tenzor deformace a tenzor malé deformace v rovině pro vektory posunut́ı:
a) u = (Ax,By) b) u = (By,Ax) c) u = (−Ay,Ax).

Cvičeńı 5.3 Pro tenzory z cvičeńı 5.2 spoč́ıtejte objemovou (v tomto př́ıpadě plošnou) dilataci ϑ a
najděte jejich rozklad na čistě objemovou a čistě smykovou část.

Cvičeńı 5.4 Odvod’te rovnici kontinuity představuj́ıćı zákon zachováńı hmotnosti pro tekutiny.

Cvičeńı 5.5 Hydrostatika: Z Eulerových hydrodynamických rovnic pro ideálńı tekutinu odvod’te
závislost tlaku na hloubce v nehybné v⃗(r⃗, t) = 0 ideálńı (tj. nestlačitelné ϱ = konst. a bez vnitřńıho
třeńı) kapalině v homogenńım t́ıhovém poli o intenzitě g⃗.

Cvičeńı 5.6 Z Eulerovy hydrodynamické rovnice odvod’te Bernoulliho rovnici pro stacionárńı ∂v⃗
∂t

=
0 nev́ırové ∇× v⃗ = 0 prouděńı ideálńı kapaliny v homogenńım t́ıhovém poli g⃗.

Cvičeńı 5.7 Najděte tenzor malých deformaćı pro pružné homogenńı izotropńı kontinuum vyplňuj́ıćı
dutinu tvaru kvádru, které je z jedné strany kvádru o ploše S stlačováno silou F⃗ kolmou na tuto
stranu. Předpokládejte, že pro kontinuum znáte modul stlačitelnosti K a modul pružnosti ve smyku
µ.

Cvičeńı 5.8 Kvádr výšky l, vyrobený z homogenńıho izotropńıho pružného materiálu o hustotě ϱ,
stoj́ı na jedné ze svých čtvercových podstav o hraně a v homogenńım t́ıhovém poli intenzity g⃗. Najděte
tenzor napět́ı, tenzor malých deformaćı a určete jak se změńı výška kvádr vlivem p̊usobeńı t́ıhového
pole. *Určete jak se bude kvádr deformovat tj. jak bude vypadat vektorové pole posunut́ı.

Cvičeńı 5.9 Vyjádřete Young̊uv modulu pružnosti v tahu E = µ(3λ+2µ)
λ+µ

a Poissonovu konstantu

σ̄ = λ
2(λ+µ)

pomoćı modulu stlačitelnosti K = λ+ 2
3
µ a modulu pružnosti ve smyku µ.

Cvičeńı 5.10 Najděte tenzor malých deformaćı pro pružné homogenńı izotropńı kontinuum tvaru
kvádru o hranách a, b, c, které je z ve směru hrany a stlačováno silou F⃗ . Předpokládejte, že kvádr je
vložen mezi dvě pevné stěny kolmé na hranu b a že pro kontinuum znáte modul stlačitelnosti K a
modul pružnosti ve smyku µ.

Cvičeńı 5.11 Ukažte, že pro vektorové pole rychlost́ı proud́ıćı tekutiny v⃗(r⃗, t) plat́ı vztah (v⃗ ·∇)v⃗ =
(∇× v⃗)× v⃗ + 1

2
∇(v⃗ · v⃗).
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Cvičeńı 5.12 Odvod’te Navier–Stokesovu rovnici. Tenzor napět́ı neideálńı tekutiny má složky σij =

−pδij + λ∗δij div v⃗ + 2η 1
2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
, kde λ∗, η jsou koeficienty viskozity, η je dynamická viskozita,

ν = η
ϱ
kinematická viskozita, ζ = λ∗ + 2

3
η druhá viskozita.

Cvičeńı 5.13 Ukažte, že veličina definovaná předpisem σij(x) =
∂Fi(x)
∂Sj

se při přechodu mezi KSS

transformuje jako tenzorové pole.

Cvičeńı 5.14 Ukažte, že veličina definovaná předpisem ϵij =
1
2

(
∂uj

∂xi
+ ∂ui

∂xj
+ ∂uk

∂xi

∂uk

∂xj

)
, kde u⃗(x) je

vektorové pole, se při přechodu mezi KSS transformuje jako tenzor 2. řádu.

Cvičeńı 5.15 Jaké tahy a tlaky p̊usob́ı v mı́stě kontinua, kde má tenzor napět́ı tvar σ =
(

1 2 0
2 4 0
0 0 8

)
.

Cvičeńı 5.16 Odvod’te rovnice kompatibility pro deformace.

Cvičeńı 5.17 Ukažte, že jedinými izotropńımi tj. SO(3)–invariantńımi tenzory řádu 1,2,3 jsou
tenzory jejichž složky jsou v libovolné KSS rovny 0, Aδij a Aεijk, kde A ∈ R.

Cvičeńı 5.18 Najděte obecný tvar pro složky izotropńıho tenzoru 4. řádu v KSS.

6 STR, Lorentzovy transformace

Speciálńı Lorentzova transformace (boost) ve směru osy x, představuj́ıćı přechod mezi dvěma
inerciálńımi vztažnými soustavami (IVS) s rovnoběžnými osami, z nichž IVS′ se pohybuje vzhle-

dem k IVS rychlost́ı V⃗ ve směru osy x, je dána vztahy x′ = γ(x − V t), t′ = γ(t − V
c2
x), y′ = y,

z′ = z, kde γ = 1√
1−β2

je Lorentz̊uv faktor a β = V
c
.

Souřadnice události v Minkowského prostoročase vybaveném pseudometrickým tenzorem (gµν) =
(gµν) = diag(1,−1,−1,−1) zapisujeme pomoćı čtyřvektoru polohy (xµ) = (ct, x, y, z). Matice bo-

ostu ve směru osy x je A = (αµ
ν) =

(
γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
Pro těleso (částici) definujeme vlastńı čas τ a vlastńı (klidovou) délku l0 jako čas a délku v jeho

okamžité klidové soustavě dτ = 1
γ
dt.

Souřadnice události v Minkowského prostoročase vybaveném pseudometrickým tenzorem (gµν) =
(gµν) = diag(1,−1,−1,−1) zapisujeme pomoćı čtyřvektoru polohy (xµ) = (ct, x, y, z). Matice bo-

ostu ve směru osy x je A = (αµ
ν) =

(
γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
Cvičeńı 6.1 Odvod’te relativistický zákon skládáńı rovnoběžných rychlost́ı složeńım dvou speciálńıch
Lorentzových transformaćı. Jsou speciálńı Lorentzovy transformace podél osy x záměnné – zálež́ı na
jejich pořad́ı?

Cvičeńı 6.2 Přesvědčte se, že Lorentzovy transformace je možno zapsat v kompaktńı vektorové

podobě r⃗ ′ = r⃗+(γ−1
V 2 V⃗ · r⃗−γt)V⃗ , t′ = γ(t− V⃗ ·r⃗

c2
). Návod: rozložte vektor r⃗ na dvě složky rovnoběžnou

k V⃗ a kolmou k V⃗ . Složky se pak transformuj́ı obdobně jako souřadnice x resp. y.

Cvičeńı 6.3 Najděte matici speciálńı Lorentzovy transformace (boostu) v libovolném směru. Jakou
má tato matice vlastnost?
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Cvičeńı 6.4 Odvod’te relativistický zákon skládáńı rychlost́ı pro libovolnou vzájemnou orientaci
obou rychlost́ı. Specializujte výsledek pro př́ıpad rovnoběžných a kolmých rychlost́ı. Jak se vzorec
zjednoduš́ı pro V << c. Jaká bude velikost výsledné rychlosti?

Cvičeńı 6.5 Určete rozd́ıl úhl̊u mezi dopadaj́ıćım světelným paprskem a osou x pozorovaných ve
dvou inerciálńıch VS, které se navzájem pohybuj́ı rychlost́ı o velikosti V ve směru osy x. Vysvětlete
pomoćı výsledku aberaci světla stálic tj. jev kdy hvězdy opisuj́ı během roku na obloze malé elipsy,
kružnice nebo úsečky o úhlovém rozměru asi 41′′ v d̊usledku pohybu Země kolem Slunce rychlost́ı
V = 30km/s.

Cvičeńı 6.6 Fizeåuv pokus (1859). Fizeau měřil pomoćı interferometru rychlost světla v v v kapa-
linách tekoućıch (rychlost́ı ±V ) po i proti směru š́ıřeńı světla a zjistil závislost v = c

n
±V (1− 1

n2 ), kde
n je index lomu kapaliny. Odvod’te tento empirický vztah pomoćı zákona skládáńı rychlost́ı. Návod:
použijte Taylor̊uv rozvoj do prvńıho řádu ve V

c
.

Cvičeńı 6.7 Uvažujte dvě inerciálńı soustavy S a S’ spojené speciálńı Lorentzovou transformaćı.
Určete rychlost V soustavy S’ v̊uči soustavě S tak aby
a) událost o souřadnićıch (ct, x, 0, 0) splňuj́ıćıch (ct)2 − x2 = ∆s2 < 0 v soustavě S byla v soustavě
S’ současná s událost́ı o souřadnićıch (0, 0, 0, 0)
b) událost o souřadnićıch (ct, x, 0, 0) splňuj́ıćıch (ct)2 − x2 = ∆s2 > 0 v soustavě S byla v soustavě
S’ soumı́stná s událost́ı o souřadnićıch (0, 0, 0, 0).

Cvičeńı 6.8 Ukažte, že fáze rovinné světelné vlny lze zapsat jako součin čtyřvektoru polohy a tzv.
vlnového čtyřvektoru a pomoćı transformace vlnového čtyřvektoru odvod’te Doppler̊uv jev pro rovin-
nou světelnou vlnu.

Cvičeńı 6.9 Mezon π0 s klidovou hmotnost́ı m0 pohybuj́ıćı se rychlost́ı v se rozpadá na dvě stejná
kvanta zářeńı gama (fotony). Určete úhel φ který budou sv́ırat směry pohybu foton̊u.

Cvičeńı 6.10 Ukažte, že v nepř́ıtomnosti vněǰśıho pole se foton nem̊uže změnit v pár elektron –
pozitron.

Cvičeńı 6.11 Na elektron, který je v laboratorńı soustavě v klidu dopadá foton s energii hν0. Najděte
závislost energie fotonu po srážce na úhlu φ, který sv́ırá směr fotonu po srážce se směrem fotonu
před srážkou.

Cvičeńı 6.12 Napǐste Lagrangeovu a Hamiltonovu funkci pro relativistickou nabitou částici (m0, q)

v elektromagnetickém poli určeném skalárńım potenciálem φ(r⃗, t) a vektorovým potenciálem A⃗(r⃗, t).

Najděte integrály pohybu v př́ıpadě, že φ = 0 a A⃗ = (0, 0, A(x, y)).

Cvičeńı 6.13 Pohyb nabité relativistické částice v magnetickém poli - cyklotronová frekvence. Určete
jak se bude pohybovat nabitá částice v homogenńım magnetickém poli intenzity B⃗ = konst. v nere-
lativistickém a relativistickém př́ıpadě.

Cvičeńı 6.14 Relativńı rychlost dvou částic vrel je definována jako rychlost jedné z nich v soustavě,
v ńı̌z je druhá částice v klidu. Určete kvadrát v2rel, jestlǐze v některé inerciálńı soustavě maj́ı částice
rychlosti v⃗1, v⃗2.
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Cvičeńı 6.15 V horńı vrstvě atmosféry vznikl mion pohybuj́ıćı se rychlost́ı v = 0, 99c. Do svého
rozpadu stihl urazit vzdálenost l = 5km (v soustavě spojené se Zemı́ – SZ). a) Jakou dobu života
mionu pozorujeme v soustavě SZ? b) Jakou dobu žvota měl mion ve své klidové soustavě? c) Jak
silná vrstva atmosféry prošla kolem mionu v jeho klidové soustavě?

Cvičeńı 6.16 Odvod’te vzorce pro dilataci čas a kontrakci délek z invariance intervalu.

Cvičeńı 6.17 Rychlost v⃗ (v soustavě S) lež́ı v rovině xy a s osou x sv́ırá úhel θ, obdobně je de-
finovaný úhel θ′ pro rychlost v⃗′ v soustavě S’. Odvod’te vztah mezi θ a θ′ při speciálńı Lorentzově
transformaci S −→ S’. Určete tan θ′ pomoćı θ.

Cvičeńı 6.18 Tyč vlastńı délky l′ je v klidu v soustavě S’, v ńı̌z sv́ırá úhel θ′ s osou x′. Určete
délku l a úhel θ (s osou x) v soustavě S. Jsou–li soustavy S a S’ spojeny speciálńı Lorentzovou
transformaćı ve směru osy x.

Cvičeńı 6.19 Přesvědčte se, že z transformačńıch vzorc̊u pro čtyřrychlost plynou relativistické
vzorce pro skládáńı rychlost́ı. Co dává transformace nultých složek?

Cvičeńı 6.20 Určete vztah mezi energíı a hybnost́ı ultrarelativistické částice tj. částice, která se
pohybuje rychlost́ı bĺızkou rychlosti světla.

Cvičeńı 6.21 V kosmickém zářeńı se vyskytuj́ı protony s energíı E = 1010GeV. Za jak dlouho
prolet́ı naš́ı galaxíı o pr̊uměru 105 světelných let z pohledu naš́ı a jejich klidové soustavy?

Cvičeńı 6.22 Ukažte, že v Minkowského prostoročase je čtyřzrychleńı kolmé na čtyřrychlost, tj. že
uµw

µ = 0.

7 Teorie pole

Cvičeńı 7.1 Napǐste hustotu Lagrangeovy funkce pro strunu s konstantńı lineárńı hustotou ϱ a
pevnými konci napjatou silou T podél osy z, která m̊uže konat pouze př́ıčné kmity v rovině xz.
Najděte pohybovou rovnici struny.

Cvičeńı 7.2 Odvod’te pohybovou rovnici pro pole popsané funkcemi ψ, θ na dvourozměrném pro-
storočase (t, x), je-li jeho hustota Lagrangeovy funkce L = 1

2
θxθt +

α
6
θ3x + θxψx + 1

2
ψ2. Výsledné

pohybové rovnice zjednodušte pomoćı substituce φ = θx na tvar odpov́ıdaj́ıćı Korteweg–de Vriesově
rovnici popisuj́ıćı vlny v mělké vodě.

Cvičeńı 7.3 Odvod’te pohybovou rovnici reálného skalárńıho pole φ = φ(t, x⃗) v Minkowského pro-
storočase, je-li jeho Lagrangeova hustota L = 1

2
(φ,µ φ,

µ−κ2φ2). (Klein–Gordon)

Cvičeńı 7.4 Najděte řešeńı Maxwellových rovnic v homogenńım elektricky neizotropńım měkkém
dielektriku, kde permeabilita µ je konstanta a permitivita εij je symetrický tenzor 2. řádu. Řešeńı
hledejte ve tvaru rovinné vlny.

Cvičeńı 7.5 Necht’ je dána elektromagnetická vlna popsaná potenciály A⃗ = a⃗ cos(k⃗ · r⃗ − ωt), φ =

b cos(k⃗ · r⃗− ωt). Ukažte, že magnetické pole B⃗ je automaticky př́ıčné, zat́ımco př́ıčnost elektrického

pole E⃗ vyžaduje splněńı podmı́nky b = ω k⃗·⃗a
k2
. Ukažte, že za této podmı́nky bude vektor B⃗ kolmý na

vektor E⃗.
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Cvičeńı 7.6 Určete kalibračńı transformaci, která transformuje potenciály z předchoźıho př́ıkladu

splňuj́ıćı podmı́nku b = ω k⃗·⃗a
k2

na tvar A⃗′ = a⃗′ cos(k⃗ · r⃗ − ωt), φ′ = 0 odpov́ıdaj́ıćı coulombovské

kalibraci, v ńı̌z a⃗′ · k⃗ = 0.

Cvičeńı 7.7 Jaký fyzikálńı smysl má velična Γ =
∮
l
A⃗ d l⃗. Je tato veličina kalibračně invariantńı?

Cvičeńı 7.8 Dva r̊uzné vektorové potenciály, které popisuj́ı konstantńı homogenńı magnetické pole
B⃗ = (0, 0, B). Ukažte, že tyto vektorové potenciály spolu souviśı kalibračńı transformaćı, tj. najděte
funkci Λ(r⃗, t).

Cvičeńı 7.9 Pomoćı čtyřpotenciálu resp. tenzoru elektromagnetického pole odvod’te transformačńı
vztahy pro skalárńı φ a vektorový A⃗ potenciál resp. pole E⃗ a B⃗ při speciálńı Lorentzově transformaci.

Cvičeńı 7.10 Najděte skalárńı φ a vektorový potenciál A⃗ elektromagnetického pole buzeného ve
vakuu bodovým nábojem e pohybuj́ıćım se v inerciálńı VS rovnoměrně př́ımočaře rychlost́ı V⃗ ve
směru osy x. Jaký tvar maj́ı ekvipotenciálńı plochy φ = konst.?

Cvičeńı 7.11 Rozhodněte, zda je veličina AµAµ vytvořená z čtyřpotenciálu Aµ a) Lorentzovsky
invariantńı b) kalibračně invariantńı.

Cvičeńı 7.12 Spočtěte tenzor energie-hybnosti pro skalárńı pole popsané lagrangeovou funkćı L =
1
2
ρψ2

t − 1
2
Tψ2

x na dvojrozměrném prostoročase R2(t, x) odpov́ıdaj́ıćı př́ıčným kmit̊um struny. Zapǐste
př́ıslušné zákony zachováńı odpov́ıdaj́ıćı zachovávaj́ıćım se Noetherovským proud̊um tvoř́ıćım T tj.
zde nulové dvojdivergence z dvojproud̊u.

Cvičeńı 7.13 Z hustoty Lagrangeovy funkce pro elektromagnetické pole L(Aµ, Aµ,ν , x
λ) = − 1

4µ0
FµνF

µν−
Aµj

µ(xλ) odvod’te Maxwellovy–Lorentzovy rovnice.

Cvičeńı 7.14 Odvod’te pohybové rovnice poĺı ve dvourozměrném prostoročase (t, x) ze zadaných
hustot Lagrangiánu. Indexy t, x znač́ı parciálńı derivace podle t, x.
a) L = 1

2
(φ2

t − φ2
x) +

1
2
µ2φ2 − 1

4
λφ4 kde µ2, λ > 0.

b) sinus–Gordon L = 1
2
(φ2

t − φ2
x) + (cosφ− 1).

Cvičeńı 7.15 Hustota energie elastické deformace prob́ıhaj́ıćı pomalu (izotermické deformace) je
pro izotropńı homogenńı pružné prostřed́ı dána vztahem w =

(
1
2
λ+ µ

)
ϑ2 + 2µϑ2 , kde λ, µ jsou

konstanty (Lamého koeficienty) a ϑ = Tr(e) = eii, ϑ2 =
1
2
(eiiejj − eijeij) invarianty tenzoru malých

deformaćı eij = 1
2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xj

)
. Napǐste hustotu Lagrangeovy L funkce pro izotropńı homogenńı

pružné těleso na které nep̊usob́ı žádné vněǰśı śıly a pomoćı ńı odvod’te pohybové rovnice pro vektorové
pole posunut́ı bod̊u tělesa u⃗(t, r⃗). Výsledek porovnejte s Lamého rovnićı.

Cvičeńı 7.16 Určete složky vektorových potenciál̊u z př́ıkladu 7.8 ve sférických a cylindrických
souřadnićıch.

Cvičeńı 7.17 Ukažte, že hustota Lagrangeovy funkce pro elektromagnetické pole se zdroji L =
− 1

4µ0
FµνF

µν − jµAµ se při kalibračńı transformaci Ãµ = Aµ − ∂µΛ změńı jen o čtyřdivergenci

nějkého čtyřvektorového pole (tj. je kvazisymetrická).

Cvičeńı 7.18 Z hustoty Lagrangeovy L(Aµ, Aµ,ν , x
λ) = − 1

4µ0
(FµνF

µν − 2m2AµA
µ), kde m je kon-

stanta, odvod’te pohybové rovnice pole.
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