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Kapitola 1

Symetrie v kvantové mechanice, casovy
vyvoj a translace

1.1 Symetrie

Symetrie, tj. invariance vi¢i néjakym transformacim, hraji dulezitou roli v klasické i kvan-
tové mechanice. Umoznuji ndm napt. prevadét jedno reSeni pohybovych rovnic na druhé
nebo vybrat kompatibilni pozorovatelné a najit jejich spolecné vlastni vektory. Symetrie
také usnadnuji vypocet maticovych elementi. Generatory symetrii jsou pak integraly po-
hybu.

Transformace fyzikalniho systému tvori grupu, tj. mnozinu G s grupovou operaci -,
ktera spliuje vlastnosti:

1. Uzavfenost: Vg1, go € G, g1 - g2 € G

2. Asociativita: Vg1, g2, 93 € G, (91-92) - 93 = g1 (92 - 93)

3. Existence jednotky: J1e € G, Vge G, g-e=e-g=g

4. Existence inverze: Vg € G, 3197 € G, g-gt=gl-g=c¢

V kvantové mechanice pracujeme v néjakém Hilbertové prostoru H. Transformace jsou
potom realizovany pomoci reprezentace grupy G na H, tj. homomorfismu z G do mnoziny
invertibilnich operatorti na #. Kazdému prvku g € G je tedy piifazen operator U(g),
pricemz plati R R R

Vg1, g2 € G, U(g1- g2) = U(g1) - U(g2)-

Pisobenim operatoru U (9) na stavovy vektor [¢)) dostaneme transformovany stav |t,)

W) = [tbg) = Ulg) ).

V tomto pripadé se jedna o tzv. aktivni interpretaci transformace. V kvantové mechanice
pozadujeme, aby transformace zachovavaly amplitudy prechodu mezi stavy, tj.

(Wle) = (Wylg) = WU (@)U (g)l0), YY), |o) € H.
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Odtud plyne rovnost X . .
Ul(g)U(g) =1, ¥g € G,

takze operator U(g) musi byt unitarni linedrni nebo antilinearni. Antilinedrni operétory
pusobi na superpozice vektori nasledovné

A(|) + cl¢)) = Aly) +2A|g). (1.1)

Jak uvidime pozdéji, spojité prostorocasové transformace (translace, rotace, Gasovy vyvoj)
a parita jsou reprezentovany pomoci unitarnich operatori, casova inverze je vyjadrena
pomoci antiunitarniho operatoru.

P1i aktivni interpretaci transformace se méni fyzikdlni stav, soufadny systém a po-
zorovatelné veli¢iny se neméni. V piipadé pasivni interpretace naopak popisujeme stejny
fyzikalni stav z hlediska transformované soustavy (v opa¢ném smyslu, tj. inverzni transfor-
maci g~1). Musf se tedy odpovidajicim zpiisobem zménit pozorovatelné

A A A

Ao A=Ay = U(g AU (g1 = U () AT (g),
kde jsme vyuzili vztah X . .
U(g™") =U""(g) =U'(g).

Pii aktivni zméné stavu a souasné zméné souradného systému (ve stejném smyslu) se
maticové elementy pozorovatelnych nezméni

(WylAylpy) = (|UT(9)U(g) AU (9)U(g)|0) = (| Alg).

Uvazujme nyni jednoparametrickou unitarni reprezentaci spojité abelovské grupy trans-
formaci (grupova operace je komutativni a znaci se symbolem +) U(g), tj. plati

U(QI)U(92> = U(gl + g2).

Pokud je navic mnozina silné spojita, tj.
Vg0, WIv) € 1, lim U(g)|v) = Ulgo)l¥),
g—4go0

pak lze dokézat Stoneiv teorém: k U(g) existuje jednoznatné uréeny samosdruzeny ope-
rator B takovy, ze

U(g) = exp (—19B> , B=ih dU() (1.2)

Spojita jednoparametrickd grupa transformaci U (9) je tedy generovana néjakou pozorova-
telnou veli¢inou B.

Pro vice parametrickou grupu (resp. jeji reprezentaci) U (g),g=(91,---,9n), 1ze odvo-
dit obdobny vztah

. i
U(g) = exp (—;ng‘Bi) ,

6



ktery ale obecné plati jen v né&jakém okoli jednotky. Poznamenejme, Ze spojité prostorové
transformace tvori Lieovu grupu. Operatory U (g) pak predstavuji unitarni reprezentaci
této Lieovy grupy. Jejich generatory Bj tvorl hermitovskou reprezentaci prislusné Lieovy
algebry.

Pti prostorové transformaci budeme pozadovat, aby se vinovéa funkce ménila nésleduji-
cim zpusobem

Ye() = (Tlvg) = (TU ()W) = (g7 'Tw) = ¥(g~'2). (1.3)

Uvazujme infinitezimélni transformaci, kdy ¢g; < 1, a tedy
U(g) LB )~ - LB
=€exp | —z9ib; | =1 — £g;iD;.
g P hg ﬁg
Pro zménu vinové funkce pak plati

?

Ve(T) = U(g7'7) = Y(F) — £ 9: B (D).

~

Rozvojem v(g~'¥) do prvniho fadu v g; pak uréime generatory transformace B;. Analo-
gicky, zména pozorovatelné A do prvniho fadu v g; je rovna

Ay = U(g)AUT(g) ~ ([ - ﬁgiBZ) A (1 - %ngj) ~A-—g, [Bi,A} . (1.4)

P1i infinitezimalnich transformacich se pozorovatelné méni o komutator s generatory trans-
formace.
f{ekneme, ze grupa G je grupou symetrie systému s hamiltonianem H praveé tehdy kdyz
plati
Vg € G, [ﬁ(g),ﬁ] =0.

Hamiltonién je tedy invariantni vici grupé transformaci G
H, =U(g9)HU'(g) = H.
Generatory symetrie Bj jsou integraly pohybu

Ulg). | =0 = |B;. 11| =0,

1.2 Casovy vyvoj jako spojita transformace

éasovy vyvoj uzavieného kvantového systému se 1idi Schrodingerovou rovnici
L d ~
i 9(0)) = Al (1),

7



Z linearity pak plyne, Zze ho mizeme popsat pomoci evolu¢niho operatoru U (t,t0)

(1) = Ut )l (), Ulto,to) =1,
ktery je také FeSenim (opratorové) Schrodingerovy rovnice
L d - A
ZhaU(t, to) = HU(t, to)

Protoze ¢asovy vyvoj zachovavé skalarni soucin stavii, je evoluéni operator unitarni

W) = Wil (000 0)) o) = 0

— Ut(t, t0)U (L, o) = Ut(to, to)U(to, to) = 1.

Evolu¢ni operator tvori jednoparametrickou grupu

A~ A~ A~

U(t, to) - U(t, tl)U(tl, to), th S (t, to)

Casovy vyvoj tedy miize chapat jako spojitou transformaci reprezentovanou unitarnim
evoluénim operatorem, ktera je generovana hamiltonianem daného systému. Pokud je ha-
miltonidn nezavisly na c¢ase, pak ma evolu¢ni operator tvar

U(t,ty) = exp (—%H(t — to)) = U(t —to),

tj. nezavisi na pocatecnim a koncovém case, jen délce trvani ¢asového vyvoje.
Uvazujme hamiltonian s ¢isté bodovym spektrem

Hin) = Ey|n),

a grupou symetrii G, tj. [FI U (g)] = 0. Transformace U (g9) zjevné prevadi vlastni stavy

hamiltonianu |n) opét na vlastni stavy |n,g) = U (g)|n) se stejunym vlastnim ¢islem
Hin,g) = HU(g)|n) = U(g)H|n) = Eq|n, g).

Symetrie tedy indikuje degeneraci spektra hamiltonianu. Piikladem mitze byt ¢éastice ve
sféricky symetrickém potencialu. Hamiltonian je invariantni viéi rotacim, takze komutuje
s jejich generatory, coz jsou slozky orbitalntho momentu hybnosti f}j. Ty navzajem kompa-
tibilnf nejsou, ale komutuji s L2. Operéatory Ls, L? a H jsou kompatibilnf a jejich spoletné
vlastni vektory lze oznacit pomoci trojice kvantovych ¢isel n,l,m (radialni, orbitalni a
magnetické)

I:g’ﬂ,l,?ﬂ) = mhn,l,m), m=101-1,...,—1,
L*n,l,m) = KA1+ D|n,l,m), 1€Z,,
F[!n,l,m) = E,n,l,m).
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Sféricka symetrie implikuje, Ze energie nezavisi na magnetickém kvantovém ¢isle m (osu z
1ze volit libovolné). Hladina E,; ma tedy degeneraci alespoii 21 + 1.

Pro zménu stfedni hodnoty pozorovatelné A (nezavislé explicitné na ¢ase) v feSenich
Schrodingerovy rovnice plati

%Mm) _ <% [HAD . (1.5)

¥(t)
Vidime, ze A je integral pohybu, pravé tehdy kdyz komutuje s hamiltonidnem. Misto ca-
sového vyvoje miZeme uvazovat jinou spojitou transformaci U(g) generovanou samosdru-

Jenym operatorem B 1} Pro transformovany stav |¢,) = U (9)|v) pak plati analogie
Schrodingerovy rovnice

. d ~
Zhd_gh/’g) = BW’g)v

kde roli hamiltonidnu hraje generator transformace B. Zména stiednf hodnoty A pii trans-
formaci U(g) se tedy Fidi obdobou rovnice (1.5)

o, = (3 [5.4])

Pokud pozorovatelnd A komutuje s generatorem B, pak se pii aktivni transformaci stavi
neméni jeji stfedni hodnoty. Neméni se ani samotna pozorovatelna A pii pasivni transfor-
maci

Vg

~ A A ~

A, =U(g)AU'(g) = A.

1.3 Translace v kvantové mechanice
Uvazujme nejprve jednorozmérny problém. Grupa translaci na pifimce je abelovska, odpo-
vida realnym ¢islim a grupovou operaci je s¢itani (R, +). Posunuti z o a je tedy x +a. Na
Hilbertové prostoru kvantové ¢astice na piimee H = L?*(R, dz) je reprezentovana unitarnim
operatorem T, ktery zavedeme piisobenim na zobecnéné vlastni stavy polohy
T,|z) = |z + a).

Pro piisobeni na vlnové funkce plati (viz (1.3)))

Va() = (2|ta) = (@|Tulp) = (z — aly) = P(z — a).

Pri infinitezimalni translaci o € < 1 dostaneme

be(z) = Yz — ) m(x) — e (x) = Y(x) — ePY(z).



Generatorem translace je tedy operator hybnosti. Konecné translace o a je pak dana ex-
ponencialou

T, = exp (—%aﬁ) . (1.6)

Pro ¢astici v prostoru budeme postupovat analogicky. Posunuti o vektor @ v Hilbertové
prostoru H = L*(R?, d®x) reprezentuje unitarni operator Ty definovany vztahem

T|7) = |+ @), resp. ¥g(%) = Ty (%) = ¥(& — a@).
Z infinitezimalni translace odvodime, Ze generatorem je operator hybnosti
V() = (T — @) = () — @ V(@) = 9(7) — 70~ PY(D).

Slozky operatoru hybnosti komutuji, coz souvisi s tim, Ze grupa translaci R? je abelovska.
Pro translaci o kone¢ny vektor a pak plati

N 7 oy A A N
Td:exp (—ﬁﬁp> s Tng:T
Operator hybnosti se pii translacich neméni. Operéator polohy se posune o —ad (viz
Cviceni |1
8T5 ~ 5 ~ Soa [
o=l = Xi= T, XTI =X —a. (1.7)
Pi

Analogickym zptisobem se transformuji i maticové elementy operatoru polohy a hybnosti

WalPiloa) = WIPjle),  (alXjlda) = (| X;|0) + a;(¥]e).

[X T} —ih

Pro jednu ¢astici je hamiltonidn translaéné invariantni pouze kdyz je potenciél kon-
stantni

A ~

R . N an P2 2, N 2
[H,Ta}zo — Hy=THT] = S+ V(X —a@) = H = — +V(X)
<= V = const.

Hybnost se tak zachovava jen pro volnou ¢astici. Pro dvoucésticovou ulohu uz to platit
nebude. Pfi transformaci vlnové funkce musime posunout soutradnice obou Céstic

@95(5(1)737(2)) = Wfﬂ) - 57 f(2) - d)
Pro infinitezimalni translaci pak plati

wd'<f(l)>f(2)) ~ ¢(f(l)7f(2))—



Generatorem translaci je tedy celkova hybnost
Py =P" + PP (1.8)

Dvoucasticovy hamiltonién je translacné invariantni pravé tehdy kdyZ na sebe ¢astice pu-
sobi centralni silou, tj. potencial je funkce rozdilu jejich poloh V() — #®). Vzhledem ke
vztahu ([1.7)), ktery plati pro operator polohy kazdé z ¢astic, se rozdil poloh pii translaci
nemeéni

HO 50 _ 50 _ 50,

Hamiltonian je tedy transla¢né invariantni a celkova hybnost je integralem pohybu
[HT] — 0, [H 1—2} —0.

v

(1) > (2)
I M, +M, = 7 i

celkové hybnosti (|1.8]) a hybnosti relativniho pohybu ¢astic

vy

o . MM AT .
a Castice s redukovanou hmotnosti p = 57152 v centralnim poli
. P? 2 NP
H=—+—+V{r)=H+H
oM 2 () = He+ H,

1.4 Periodické potencialy, Blochiv teorém

Uvazujme ¢astici na piimce v periodickém potencialu s periodou a, tj. V(z + a) = V().
Ukazeme, ze zobecnéné vlastni funkce hamiltonianu maji tvar Blochovy viny

() = ' ug (), (1.9)

kde funkce u,(z) mé stejnou periodu jako potencial. Vyuzijeme toho, ze Hamiltonian je
invariantni vic¢i posunuti o libovolny celo¢iselny nasobek periody a mé spoleéné vlastni
zobecnéné vektory s operatory T, n € Z. Pro 1,(z) tak plati

Tratha(2) = extiy(x) = t(x — na), (1.10)

kde ¢, je komplexni jednotka (jedné se o vlastni ¢islo unitarniho operatoru 7,,,). Specialné
pro n = —1, tj. posunuti o —a, definujeme ¢ predpisem c_; = €%, takze z (1.10)) plyne

e, () = Y, (z + a). (1.11)
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Pro funkci u,(z) = e "), (x) pak snadno ukdzeme, Ze m4 stejnou periodu a jako potenciél
ug(z +a) = eiiq(xﬂl)wq(:ﬁ +a)= eiiq(z+a)eiqawq(x) = ey (x) = uy(@),

¢imz je vztah (|1.9) dokéazan.
Blochiiv teorém plati i trojrozmérném pripadé. Uvazujme potenciédl krystalové miize s
periodicitou danou mrizkovymi vektory d;, ds, as, tj.

Zobecnény vlastni stav hamiltonidnu 17 je soucasné vlastni vektor operatori 7,,,,. Uva-
zujme posunuti o —d; a zapiSme pifslusné vlastni ¢islo jako €™

T_a,04(Z) = ™ ipy(¥) = (T + a@).

Definujeme vektor ¢ vztahem

—

q = a;bj,

kde gj jsou vektory reciproké miizky spliiujici podminky

;- by = 2105
Pro funkci ug(Z) = e~"7%)4(7) pak snadno ovéiime, Ze mé stejnou periodu jako potencial

ug(Z + a@;) = e TE DY o(F + d@;) = 7T 2% T (F) = ug(T).
Pro Blochovu vInu plati
V(T + nydy) = €M TP ().

Diky tomu stad¢i fesit bezcasovou Schrodingerovu rovnici

Hiq = By,

uvnitt jedné bunky krystalové miize. Periodické potencidly typicky vedou na tzv. pasovou
strukturu spektra hamiltonianu, kde se stfidaji povolené a zakazané pasy. Spojité spektrum
je sjednocent intervalt | J(Ej, E}) (povolené pasy), body z intervalt (E}, Ejy1) do spektra
nepatii (zakdzané pasy), viz Cviceni

1.5 Priklady
Cviceni 1. Ukazte, Ze pro operdtory polohy a hybnosti cdstice na primce plati vztahy

(X" P] = nihX™', [X,P"] = nihP" !, (1.12)

[f(X),P] = inf'(X), [X,f(P)=ihf(P). (1.13)
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Navod: Dukaz vztahu (1.12) provedeme indukei. Pro n = 1 vztah plati, protoZe se zredu-
kuje na kanonické komutac¢ni relace

(X, P] = ih. (1.14)
U indukce z n na n + 1 vyuzijeme vztah pro komutator souc¢inu

(X" P] = [X", P]X 4+ X"[X, P] = nihX""'X + X"ih = (n 4 1)ihX™,
(X, P"' = [X,P"|P+ P"[X,P| = nihP""'P + P"ih = (n + 1)ihP".

Pro vypocet komutéatoru ((1.13)) staci vyuzit vztahy (|1.12))

S O0) o0 SN O0) S 0) o
[f(X),P] = gﬂ <)[X,P]:Z n'( nihX —th—()X

n n=0 ) m=0

= hf'(X),
N R o0 f(")(()) oo 00 f(”)(()) - fm+1 ( ) .
(X, f(P)] = ; ol [Xap]:nzg - nihP —zhz L p
= ihf'(P)
Cviceni 2. 1. Ukazte, Ze pro komutujici operdtory AaB plat?
eAtB = A8, (1.15)

2. Ukaztle, Ze pro libovolné nekomutujici operdtory Aa B plati tzv. Baker-Campbell-
Hausdorfova formule (BCH)

eABeA:ZOW, kde Ko =B, Kn.1=|[A K, (1.16)

3. Ukazte, Ze pro libovolné nekomutujici operdtory AaB plati
eABAT = AeBATT (1.17)
Navod:

1. Uvazujme funkci o L
£(t) = HA+B) —tA —tB

Jeji derivace podle t je rovna
df i A\ AEB) tA_tB _ t(A+B) j—tA —tB _ (A+B) —tAp —tB
= (A+ B)e JemtAeTtE _ olATE) fo—tAp—tB _ HALE) ~tApe—tB

dt

13



Protoze A a B komutuji, komutuji i jejich funkce, takze plati

Z—JZ = (A +B—A— B)et<A+B)e_tAe_tB —0

Funkce je f je tedy konstantni a rovna jednotce

ft)y=f(0) =1L

Pro ¢t = 1 dostaneme

odkud plyne dokazovany vztah.

. Oznacime f(§) = efABe¢A o najdeme rozvoj funkce f do mocninné fady se stfedem

v nule o )
™0

=3 Wen
n=0 :

n

Prvni tTi koeficienty rozvoje jsou

f(0) = {egAABe_gA—eEAEAe_fA}E = {efA[A, B]e_“}f
=0 =0
= {6514[121, Ao}e_gA}g = [121, AO] = K,
=0
f(0) = ief‘@f(le’“ = {eéAAR' e ¢4 — S Ae SA}
dg £=0 £=0

Déle budeme pokracovat indukei. Indukéni predpoklad je

F(0) = {eﬁA[A,f(n,l]e*fA} — (A, K, 1] = K.
£=0
Pro n 4+ 1 derivaci v nule pak dostaneme
fr) = {diéegAKnefA} = {egAA[A(ne’fA - efAIA(nfle’gA}
£=0

- {eff‘[/i,kn]e—ﬁfi} — A, K] = Kpp1.
£=0

€=0

. Levou stranu rozvineme do fady a nalezneme

. I RN P01 o Y i .

ABA —1 n A—1 n —1
_ = (ABA ) N L ABrAt=4A B A
= AeBAfl.
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Kombinaci vztaha (1.16) a ((1.17]) dostaneme jinou variantu BCH formule
eleBemd = exp (eAEeA_l) = exp (Z ﬁ) (1.18)
— nl

Cviceni 3. Uvazujte cdstici na piimce a operdtor translace o a € R zavedeny vztahem

(1.9

Aa — e—#aP,
Overte, Ze plati
LRt =T, T, =T,
2. P,=T,PTI =P, X,=T,XTI=X—a

S vyuzitim (1.15]) pak plati

AL A

igp _igp -
TIT, = enPemnf =¥ =1,

takze operdtor translace je unitarni a 7-(a) = 71 = T(—a). Vztah T, T, = Tyss

plyne opét diky (1.15)).

2. Prvni vztah, tj. Ze operator hybnosti se pii translacich neméni, plyne z toho, ze kazdy
operator komutuje s libovolnou svoji funkci. Pro ur¢eni posunuti operatoru polohy
muZzeme pouzit bud vztah (1.13]), nebo BCH formuli ve tvaru (|1.16)), kde

A=—lep B-X.

S pouzitim kanonickych komuta¢nich relaci (|1.14) nalezneme

K, = X,
}?(1 = —[%CLP,X] = —a,
[A(Q = [121, Kl] =0= Kn7 n Z 2.

Dosazenim do (|1.16) najdeme vysledek

X, =T, XTI =X —a.
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3. 7 ptedchoziho vysledku plyne
XT, = Tu(X +a).
Odsud vidime, Ze plati rovnost
XT,|z) = To(X + a)|z) = To(z + a)|z) = (z + a)T,|x).
Ket Ta|x) je tedy zobecnény vlastni vektor operatoru polohy odpovidajici hodnoté

T+ a, tj.
Tu|x) = |x + a).

Posledni vztah pak dokdZeme napt. rozvojem do fady

i 3 > i A\" = M (g
bole) = eiu(a) = Y (—qaP) vl = 3 e — vt —a)

n! n
n=0

n=0
Cviceni 4. Ukazte, Ze plati vztah

ethest — ezhstesteth'

Navod: Vyuzijeme BCH formuli ve tvaru (|1.18) a vysledku predchoziho prikladu
eitPeisX g=ith exp (isTWth)XT(th)) = exp <zs(f( + th)) :

P¥enasobenim eit” zprava dostaneme hledany vztah.
Cviceni 5. UvazZujte castici v potencidlu tvaru
V(z) = ad(x).

1. Napiste prislusnou bezcasovou Schrodingerovu rovnici a naleznéte podminky, které
must vinovd funkce spliiovat.

2. Naleznéte vazané stavy a urcete jejich energie.

3. Naleznéte rozptylové stavy a urcete koeficienty odrazu R(E) a priniku T(E) potenci-
dlem.

Navod:
1. Bezcasova Schrodingerova rovnice ma tvar

R _
— (@) + ad(@)(e) = By(x). (1.19)
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Rovnici zintegrujeme pies maly interval (—¢, ¢)

R, ) _ /
T W) — W)+ an(0) = B / b(x)dz,

a provedeme limitu ¢ — 0"

h2

o [W(07) = (07)] + aw(0) = 0.

Resenim bezéasové Schrodingerovy rovnice (1.19) tedy bude spojita funkce 1 (), jejiz
derivace ma v nule skok dany vztahem

w0 — (07 = 2

»(0). (1.20)

. Hledame kvadraticky integrabilni feseni rovnice (1.19)). Pro « # 0 rovnice pfejde na
tvar

2ME
h?
Jeji obecné teseni je
(x) = Ae™ 4+ Be ",
Kvadraticky integrabilni reSseni muze existovat jen pro k € R, tj. £ < 0. V tom
Yy g J J
pripadé je k > 0 a na zaporné, resp. kladné poloose, ma feSeni tvar

<0 : P(x)=Ae™,
z>0 : ¢11(I) = Be™ "%,

Ze spojitosti funkce v nule plyne rovnost A = B. Z podminky na skok derivace v
nule (|1.20)

2M o Mo

72 A = KR = —? > 0,

plyne, Ze vazany stav existuje jen pro o < 0, tj. pokud se jedna o potencidlovou jamu.
Energie vazaného stavu je rovna

U11(0) = 3(0) = =24k =

M 2
Eop=—"n
2h?
Prislusna normovana vlastni funkce je
Ma —K|T
Ya(z) = — 2 ¢ .

Pro a > 0 (potencialova bariéra) existuji jen rozptylové stavy.

17



3. Nezavisle na znaménku a patii energie £ > 0 do spojité ¢asti spektra. Rozptylové

stavy lze zapsat ve tvaru

vr(z) = Ae*® 4 Be~the
bir(x) = Ce™ 4 De™™*,

z <0
x>0

kde k je urceno energif
2ME
h?
Podminky spojitosti funkce a skok derivace v nule davaji nasledujici vztahy pro koe-
ficienty A, B,C, D

k:

A+B = C+D, (1.21)
. 2M o
ik(C—D—-A+B) = 2 (A+ B). (1.22)

Uvazujme nyni rozptyl ¢éastice s energii F nalétavajici na potencial tvaru d-funkce
zleva. Na zaporné poloose bude jak dopadajici tak odrazené vlna (s amplitudami A,
resp. B), na kladné poloose jen prosla vina (s amplitudou C), tj. D = 0. Koeficienty
odrazu a pruniku pak jsou

i T:‘E22 (1.23)

B
R‘WZ A

ReSenim soustavy rovnic (1.21), (1.22) dostaneme

A A
= 1 _ Ma- B=- ikh?
T ikn2 1—- Ma

Dosazenim do ((1.23) nalezneme zévislost koeficienti priniku a odrazu na energii
dopadajici ¢astice

1 1
T(E) = Mo = a2’
1— ikh2 L+ %2E
1 1
R(E) ikh? | 2h2E "
L= L+ 52

Vysledek nezavisi na znaménku «, tj. pravdépodobnost odrazu (nebo prichodu) je
stejnd pro potencidlovou bariéru i jamu. Evidentné plati rovnost 7'+ R = 1. Pro
ilustraci je zavislost pravdépodobnosti na energii znazornéna na obrazku [I.1]
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Obrazek 1.1: Pravdépodobnosti prachodu (¢erné) a odrazu (¢ervené) v zéavislosti na energii
dopadajici castice.

Cviceni 6. Uvazujte cdstici v periodickém potencidlu (tzv. Diraciiv hieben)
[e.9]
V(z) =« Z d(x —na), a>0,
n=—o0
kde a je mrizkovd konstanta. Naleznéte tvar energetického spektra.

Navod: Hledame teseni bezcasové Schrodingerovy rovnice

e -
— V(@) —a > (e — na)(z) = By (). (1.24)

n=—oo

Diky periodicité potencialu lze vinovou funkci hledat ve tvaru Blochovy viny
by(@) = €70, (), (1.25)
kde u,(z) je periodicka funkce s periodou a. Pro Blochovu vinu plati
Yo(x —a) = TV, (x — a) = e 7%y, (1) = e M%), (x). (1.26)

Diky tomu sta¢i najit FeSeni na intervalu (0,a), na interval (—a,0) ho prevést vztahem
(1.26)), a funkce v nule spojité navazat se skokem v derivaci danym rovnici ([1.20)).
Na intervalu (0,a) je potencial nulovy a rovnice (1.24) se zredukuje na

vy (@) = =k (@),

kde k zavisi na energii nasledujicim zptisobem

2ME

k= 2

(1.27)
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Regenim bezcasové Schrodingerovy rovnice je funkee
€ (0,a) : Y (x) = Ae™ + Be ", (1.28)
Funkei posuneme do intervalu (—a, 0) vztahem ([1.26)
Yol — a) = e"9%(Ae*™ + Bemike),
tj. po pfeznaceni x — a — x dostaneme
v € (—a,0) : ,(z) = e~ [Aeik(x-i—a) + Be—ikz(x—i—a)} .

Z navazovacich podminek v nule dostaneme soustavu rovnic

A+ B = Aek=9a  peilktaa (1.29)
. +1.,—1qa ika —ika 2Ma
ik(A — B) — ike "1%(Ae'** — Bem*e) = = (A+ B), (1.30)
kterou lze zapsat v maticovém tvaru
A 1 — eilk—q)a 1 — e~ Hk+q)a
) R O e |
Netrivialni feSeni existuje pokud je matice soustavy singularni, tj.
. 2M
det U = 0 = 2ie " (Qk’ cos(ak) + h204 sin(ak) — 2k cos(aq)) :
To je ekvivalentni podmince
M
cos(aq) = cos(ak) + i sin(ak), (1.31)

2k

ktera urcuje mozné energie ¢astice v Diracové hiebenu. Aby tato rovnice méla feSeni, musi
byt prava strana v absolutni hodnoté mensi nebo rovna jedné

t = |cos(ak) + % sin(ak)| < 1. (1.32)

Prubéh funkce t v zavislosti na k je znazornén na obrazku pro dvé rizné hodnoty a (ve
v8ech obrazcich uvazujeme M = h = a = 1). Obecné lze vypozorovat nasledujici vlastnosti
funkce t:

e Pro a = 0, tj. volnou ¢astici, plati vzdy t < 1
e Pro a > 0 se stiidaji zakdzané (¢t > 1) a povolené pasy (t < 1)

e Prok=0jet=1|1+ %‘ > 1, tj. nula lezi v zakdzaném pasu
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Obrazek 1.2: Prubéh funkce (1.32) v zavislosti na k pro a = 5 (vlevo) a o = 10 (vpravo).
Modfe jsou vyznaceny pasy, kde je podminka ¢ < 1 splnéna. Horni mez pasu je na fixnich
bodech k, = F.

e Horni meze pésii se nachézi na hodnotach k, = “* nezéavisle na a

e S rostoucim « se pasy zuzuji, v limité o« — +o00 prejdou v jednotlivé body &,

Dosazenim (|1.27]) do rovnice ((1.31]) dostaneme implicitni vztah pro energii (tj. disperzni

relace)
2ME M 2MFE
cos(aq) = cos (a = ) + ?  sin (a 7) : (1.33)

[2ME
h?\ ) =5

Vidime, ze obdobné zavéry jako pro k plati i pro energii:

e Pro a = 0 je jsou povolené vSechny energie £ > 0

e Pro a > 0 se stridaji zakdzané a povolené energetické pasy

n?m2h?

.z > které odpovidaji energiim castice v

e Horni meze pésii jsou na hodnotach F,, =
nekonec¢né potencialové jameé sitky a

e S rostoucim « se pasy zuzuji, v limité o« — 400 bude energetické spektrum diskrétni
a tvoreno vlastnimi ¢isly E,

Pro ilustraci je na obrazku [[.3] zndzornéna energie v zavislosti na ¢ pro dvé rizné
hodnoty «. Poznamenejme, ze pokud pro dané k je g feSeni rovnice , pak je FeSenim
iqg+ %T”, n € Z. V obrazku je pouzita konvence, kdy kazdé hodnoté k € (=%, @>
pritadime ¢ tak, ze spadd do stejného intervalu. Tim je pro kazdé k hodnota ¢ urcena
jednoznacné, a F(q) je rovnéz jednozna¢né definovana funkee.

Z disperznich relaci ((1.33]) mizeme urcit grupovou rychlost
1dE
Vg = ———
Y hdg’
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Obrazek 1.3: Cerna ¢ara vyznacuje energie v zavislosti na ¢ pro o = 5 (vlevo) a o =
10 (vpravo). Modfe jsou vyznaceny povolené energetické péasy. Cervenéd ¢arkovana cara
h2q2
2M °

odpovida energii volné ¢astice (o« = 0), kdy k = g a tedy £ =

pomoci derivace implicitni funkce. Grupové rychlost v zavislosti na energii je znazornéna
na obrazku resp. v zavislosti na ¢ je na obrazku [I.5] Z grafi je vidét, ze grupova
rychlost pro E, resp. ¢, blizké krajim pasu klesa k nule.

Na zévér jesté uréime vinové funkce pro dané k a ¢. Na intervalu (0,a) ma tvar (1.28).
Diky Blochové teorému ji miZeme na intervalu (na, (n 4+ 1)a) zapsat zptsobem

z € (na,(n+1)a) : Y (x) = (A=) . Bemiklzna)y,

Zbyva urcit koeficienty A, B, které jsou dané soustavou rovnic ((1.29), (1.30]). Z rovnice
(1.29) vyjadiime A pomoci B

et (1.34)

Budeme uvazovat dodate¢nou normaliza¢ni podminku mezi dvéma J-funkcemi (¢, neni
kvadraticky integrabilni na R, je to zobecnéna vlastni funkce piislusejici bodu ze spojitého
spektra)

A=DB

—

[ 1enPds =1, (1.3

Normaliza¢ni podminka vede na rovnici

a(|AP? +|BP) + % (ABe™i** 4 ABe'*) = 1.
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Obrézek 1.4: Grupové rychlost v, v zévislosti na energii £ pro a = 5 (vlevo) a o = 10
(vpravo). Cervena ¢arkovana ¢ara odpovida grupové rychlosti volné éastice (o = 0), kdy

vy = V2E.
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Obrézek 1.5: Grupové rychlost v, v zavislosti na kvazihybnosti ¢ pro a = 5 (vlevo) aa = 10
(vpravo). Cervena ¢arkovana ¢ara odpovida grupové rychlosti volné ¢astice (o = 0), kdy

UQZM'
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Dosadime za A ze vztahu 1} w nahradime pomoci 1) a po Tfadé algebraickych

tprav dostaneme

2(1]B\21 — cos(ak) cos(aq) + 22 (cos(ag) — cos(ak))? 1
1 —cos (a(k —q))
Analogicky miiZzeme ziskat i vztah pro |A|?
20l A? 1 — cos(ak) cos(aq) + 2 (cos(aq) — cos(ak))? _
¢ 1 —cos(a(k+q)) o
Z téchto dvou rovnic pak muzeme vyjadiit A a B ve tvaru
B = Cy/1—cos(a(k—q)) e
A = sC\/1—cos(alk+q)) 7,
1 1
C == ’
V2a \/1 — cos(ak) cos(aq) + 2 (cos(ag) — cos(ak))?
s = sgnlcos(aq) — cos(ak)].

Vlnova funkce na intervalu (na, (n + 1)a) normalizovana na jednu periodu je tedy rovna

V(7)) = Ce'm (s V1 —cos (a(k + q)) eha=(n=3)e) 4 V1 —cos (a(k —q)) e’ik(x’(”’%)“»

Pro ilustraci je na obrazku Vlnovéu funkce pro a = 5, k = 3 (odpovidajici ¢ = 2.426)
a jeji rozklad na periodickou funkei u,(x) a rovinnou vinu e*%*.
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Obrazek 1.6: Vlnova funkce pro v = 5, k = 3 (odpovidajici ¢ = 2.426) a jeji rozklad na
periodickou funkci u,(x) a rovinnou vinu e4*. Realn4 ¢ast je vyznafena modie, imaginarni
¢ast ¢ervené. Nahofe je zobrazena celd vlnova funkce 1,(z), ¢erné je vyznacena hustota
pravdépodobnosti nalezeni c¢astice. Vlnova funkce sice neni periodické, ale hustota prav-
dépodobnosti ano, protoze |1,(x)|* = |u,(x)|?. Dole je zobrazena periodicka funkce wu,(z)
(vlevo) a rovinna vlna €' (vpravo).
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Kapitola 2

Rotace

2.1 Rotace v klasické mechanice

V klasické mechanice se vektory z R? pii rotacich transformuji pomoci matic R tvoricich
grupu SO(3) (tj. 3 x 3 ortogonélnich matic s jednotkovym determinantem)

—

i i,=7, #¥=R% R'=R"* detR=1.
Rotacim okolo hlavnich os x,y, z (= 1,2, 3) odpovidaji matice

1 0 0
R.(a) = |0 cosa —sina |,
0 sina cos«

cosa 0 sina
R,(a) = 0 1 0 ,
—sina 0 cosa
cosa —sina 0
R.(a) = [sina cosa 0
0 0 1

Infinitezimalni rotace (tj. do 1. fadu Taylorova rozvoje) mizeme zapsat ve tvaru
Rl(Oé> ~]— iOéMi,

kde matice M; jsou rovny

0 0 O 0 0 1 0 — 0
Mi={0 0 —2), My={(0 0 O0), Mz=1|z 0 0]. (2.1)
0 ¢« O —2 0 0 0 0 0
Prvky matic M; lze zapsat zptsobem
(M;) 3, = —1€41; (2.2)
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ze kterého plynou komutacni relace

Matice M; tvoii Lieovu algebru so0(3) ~ su(2). Rotace kolem hlavnich os vyjadiime jako
exponencialu matic M; .
Ri(a) = e~M:,

Rotace kolem obecné osy dané jednotkovym vektorem 77 je potom

—

Ri(a) = e ™M N[ = (My, My, Ms) . (2.4)

P1i infinitezimalni rotaci okolo osy 77 se vektor ¥ transformuje zptisobem

—f — .

PrT—ia(d-M)I=F+aix7. (2.5)

Alternativné mtzeme rotaci zapsat pomoci Eulerovych uhlia «, 8,7 (odpovidaji rotacim
okolo pevnych os z, y a 2)

R(a, 8,7) = R.(a)Ry(B)R.(7) = e "M 72 o700, (2.6)

Grupa rotaci SO(3), resp. odpovidajici Lieova algebra so(3) ~ su(2) neni komutativni
(2.3]), takze nelze snadno prevést rotaci zapsanou pomoci Eulerovych thla (2.6) do tvaru

239).

2.2 Rotace v kvantové mechanice

V kvantové mechanice rotacim odpovidaji unitarni operétory R, které predstavuji repre-
zentaci grupy rotaci SO(3) na piislusném Hilbertové prostoru H. Uvazujme nejprve ¢astici
bez spinu, kde H = L?(R?,d3z). Pisobenim rotace se méa vinova funkce transformovat

podle (I3) A
Vr(T) = RY(T) = (R™'7),

PouZijeme rotaci okolo osy z a prepiSeme vlnovou funkci ve sférickych soutradnicich, rotace
pak odpovida zméné azimutalniho uhlu

A

¢R(T’ 0, (10) = RZ(Q)¢(T7 0, 30) = ’QD(T’, 0,0 — Oz).

Pro infinitezimalni rotaci o € < 1 pak nalezneme

R(0(70,9) % 0(10.9) — 50 1 009) = (1 = 3L ) w0 0,9)

Generatorem rotace okolo osy z je tedy z-ova slozka orbitalntho momentu hybnosti. Ana-
logicky, generdtor rotace okolo osy 71 je projekce orbitalntho momentu na tento smér, tj.
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operator 7 - L, jak se lze presvéd¢it pro infinitezimalni rotaci s pouzitim vztahu 1}

R )@ = & (RFQT) ~ (@ — e it x 7) ~ () —  eqmyme 2 ()

axi
(f _ %5 ﬁﬁ) W(T)

Rotaci o konecny thel pak zapiSeme jako exponencialu

Q

Ri(a) = exp (—%aﬁ . l%) .

Pro c¢éstici se spinem je nutné transformovat jak prostorovou ¢éast tak i spinovou ¢ést
stavu. Hilbertiv prostor je tenzorovy soucin

H=Ho®Hs,

orbitalnich (Ho = L*(R3,d3r)) a spinovych stupiii volnosti (Hg = C*T! pro castici se
spinemA velikosti s = 0, %, 1, %, 2,...). Rotace spinovych stavii jsou generovany operatory
spinu S , takzZe rotaci na H reprezentuje operator

~ Y

Rﬁ(Oé) _ ef%aﬁf ® ef%aﬁ-g _ e*%Qﬁ'(E‘FS) _ ef%aﬁﬂj'

Zde jsme vyuzili toho, Ze operatory spinu a orbitdlniho momentu hybnosti komutuji.
Obecné je tedy generatorem rotaci celkovy moment hybnosti

A~
=

J =

o
el

_|_

2.2.1 Operatory momentu hybnosti, maticové reprezentace
Pripomenme, Ze slozky momentu hybnosti spliiuji komutac¢ni relace

[jk, jl} = 'éhEklmjm, (27)
které souvisi s tim, Ze se jedna o hermitovskou reprezentaci Lieovy algebry so(3) =~ su(2)
1} Z téchto relaci plyne jednak to, ze J 2 je kompatibilni se vSemi slozkami J;, a také
existence posunovacich operatoru Jy = J; £iJs

[jg,ji] — 4R, [ﬂ,fi] —0.

Spolecné vlastni vektory |j, m) operatort jg, J? splhuji

J3|j,m) = mhlj,m), J*|j,m) = B2j(j + 1)|4, m).
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Rozsah kvantovych cisel j a m je

1 3

= 0,=,1,—,...

.] 72’ 727

m = 3,7—1,...,—7.

Posunovaci operatory pusobi na kety |j, m) nasledujicm zptsobem

Jeljym) = aflim £ 1), af,, = /(i + 1) —m(m £ 1),
Matice operatori Js a J? jsou v této béazi diagonélni

(I3) Gy amy = (3013l ) = A5G,
0

(@ INIE
|

N | =

OO =
o O O
o O

(' /|3, m) = B25 (5 + 105G
0

(J2>(j’am’)a(jﬁm)

O
=l O

S O N
o NN O
N O O
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Bloky odpovidaji hodnotdm j = 0, %, 1

Matice operatori j172 jsou blokové diagonalni

, ..., kvantové ¢islo m bereme od m = j sestupné.

(Jl)(jf,m/),(j,m) = <jl7m/|j1‘ja m) = 5jj’%(a;fm5m’,m+l + ajjmfsm’,mfl)a
0
0 3
0
ho=h 0 5 0 ,
1 0 L
G
V2
T2y oy = (T J2\j,m>:(5jj/%(aj+,m5m/,m+1—ajfmémgm,l),
0
0
5 0
Jo = h 0 _\/Li 0.
5 0
0 \/Li 0

Bloky tvoii matice JJ;; ) 5 prvky
(9) = G| el m). (28)

Tyto matice tvoii iderucibilni reprezentaci Lieovy algebry s0(3) ~ su(2) na prostoru C%+1,
tj. splhuji stejné komutac¢ni relace jako Jj 1}

10, 30] = eI,

J;Cj ) jsou matice operatori slozek spinu velikosti j. Pisobeni operatora J, na kety |j, m)
neméni hodnotu j a miizeme ho zapsat pomoci matic J §j ) ve tvaru

j
Blimy =" (1) i),
m/=—j m
2.2.2 Maticové reprezentace rotaci, Wignerovy D-funkce

Matice operatort rotaci jsou v bézi |7, m) rovnéz blokové diagonalni, tj. plati
A ] A
Rlj,my = > (j,m/|R|j, m)|j, m).

m/=—j
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Ozna¢ime matice rotace okolo osy 77 pro velikost momentu hybnosti j jako Rg )(oz), jeji
maticové elementy jsou

(RO (@) =t |Ra(@)]j.m).
Pro spin % je snadno uréime explicitné z vlastnosti Pauliho matic
[O'i, (Tj] = Qigijkgka {UZ', O'j} = 2(5in, 00 = (Sij]l + i&jk(fk, (29)
a rozvojem exponencialy do Taylorovy fady

R;f)(a) = exp (—%aﬁ . §> = cos %]I — isin %ﬁ 0. (2.10)

P1i parametrizaci rotace pomoci Eulerovych tuhli se maticové elementy R(a, B, ) oznacuji
jako Wignerovy D-funkce

Dfr]}’m(a, B7 ’Y) = <]; m’\]%(a, 57 7)|.]7 m>

Dohromady tvotri Wignerovy D-matice, které predstavuji ireducibilni unitarni reprezentaci
grupy rotacf SO(3) na prostoru momentu hybnosti velikosti j, tj. C¥*1. Lze je zapsat
zpusobem

D) (e B,7) = (omlemioPem i i) m)
= e_mme_wm(j,m’|e‘lﬁﬂj2|j,m>, (2.11)
d7) (8)

kde dfflz .(B) jsou tzv. malé d-funkce, které jsou ryze redlné. Matice d¥)(3) je ortogondlni.
Wignerovy D-funkce maji fadu vlastnosti, napf. z unitarity D-matic pro né plati relace

ZD(] (a 57)D(3( B,7) = Ou,
ZD D(J( 6,7) = Ow

Dale splnuji vztahy

(B’y) W (—a, =B, —y) = (=1))DY) _ (a,8,7).

Analogicky pro d-funkce plati vztahy

. (B) = dD(=B) = (=) mdl)(8) = (~1)FmdY) . (8). (2.12)

)
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Pro celoc¢iselné j = [ Wignerovy D-funkce tizce souvisi s kulovymi funkcemi

(1) Y
Dm,O(a7677) _ 2l+1yl,m(ﬁ7a)7 (213)

DY) (o, B,7) = Yim(B;7)-

Wignerovy D-funkce tvoii ortogonalni mnozinu funkci Eulerovych thla

872

T 27 27
/ sin 8df / do / dy DY (a, B,7) DY) (o, B,7) = 57 70 O D (2.14)
0 0 0

Oznacéme jako D@ (R) Wignerovu D-matici rotace R pro moment hybnosti j. Kety |, m)
se pak transformuji zptisobem

J
Rljm)= > DY) (R)j,m). (2.15)
m/=—j

2.2.3 Transformace pozorovatelnych, kartézské tenzory

Pozorovatelné se pti rotacich transformuji zptisobem

~

AN k- RAR
Pro infinitezimalni rotace okolo osy 7 o maly thel « plati
A~ A— %omk [jk,fl} )

Skalarni pozorovatelné se pii rotacich neméni, takze se neméni jejich stfedni hodnoty ani
maticové elementy. Skalary komutuji se vSemi slozkami celkového momentu hybnosti

~

A=A — [jk,A] —0. (2.16)

Prikladem skaldrniho operatoru jsou napr. J 2 iQ, X 2, p2?,

Vektorovy operéator 1% je trojice operatortu Vj, které se pti rotacich transformuji podle
predpisu
V! =R Vi, (2.17)

J

kde R;,i jsou prvky SO(3) matice rotace R~'. Diivodem pro tuto definici je, Ze maticoveé
elementy vektorovych operatort se pak transformuji jako slozky vektoru

WV;le') = IRV RIg) = R |Vilo).
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Prechodem k infinitezimalnim rotacim (1.4) s vyuzitim tvaru matic M; (2.2)) nalezneme

V-

%6 n; |:jz, ‘7]] = ([ + i€ nZMl)]ka = ‘A/] +é nieijkf/k.

Odsud plyne, 7Ze slozky vektorového operatoru musi spliiovat nésledujici komuta¢ni relace
s momentem hybnosti

Prikladem kartézskych vektorovych operatori jsou napf. J_: E, X , P.
Analogicky vztahu (2.17) muzeme zavést kartézsky tenzorovy operator fadu n jako sadu
3" operatori 1;, ;. , které splhuji

T, . =R - R T (2.19)

yeeen 11,J1 in,jn = Il Jn”

Maticové elementy se pak transformuji jako slozky tenzoru

<w/’Tl1,ln‘¢/> = Rihjl o Rin,jn <w’f71:]n‘¢>

Pro kartézsky tenzor 2. fadu lze pfechodem k infinitezimalni rotaci odvodit komutacni
relace s momentem hybnosti

[jk, sz] =1h (&alj}j + €kﬂTu> : (2.20)

Podobny vztah plati i pro tenzory vyssiho fadu - za kazdy tenzorovy index piibude na
pravé strané jeden clen.

2.2.4 Maticové elementy skalart ve stavech s momentem hybnosti

Uvazujme dvé ON béaze stavii s momentem hybnosti {|a, j,m)} a {|b, 7, m)}, kde a (b) zna&i
dalsi kvantova ¢isla odpovidajici pozorovatelnym kompatibilnim s momentem hybnosti. Z
komutacnich relaci (2.16)) pro maticové elementy skalarniho operatoru snadno odvodime,
ze mohou byt nenulové pouze pro j; = jo a m; = my. Plati totiz
(@, jr.ma | JsAlb, jo, ma) = mah{a, i, ma| Alb, jo, ma) = (a, j1, ma| AJs|b, jo, ma) =
= m2h<a7 j17 m1|A’b7 j27 m2>7
a tedy R
(m1 - m2)<a,j1,m1|A|b,jg,m2> =0.

Postup pro J? je analogicky. S pouzitim posunovacich operatori navic snadno ukazeme, ze
maticové elementy nezavisi na m. Skalarni operator komutuje i s J, z ¢ehoz plyne
<a7 ja m|j*j+14‘b7j7 m) = <a7 j7 m|j*"21j+‘b7j7 m) = (Oé;'fm)2<a’7 j7 m+ 1’A|b7 j? m+ 1>

= 12(j(j +1) — m(m + 1)){a, j,m+ 1 Alb, j,m + 1).
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S vyuzitim vatahu J_J, = J2 — J2 — hJy ale soucasné plati
(a, . m|J- T Alb, j,m) = R(j(j + 1) = m(m +1))a, j.m|Alb, j,m),
takze musi platit rovnost
(a, 7, m|Ab, j,m) = (a, j,m+ 1|A|b, j,m +1).
Celkem tedy pro maticové elementy skalarniho operatoru plati
(@, j1, m1|Alb, ja, M) = 651 3yOmy s F (J1, @, D). (2.21)

Pro kartézské vektory, resp. tenzory vyssiho fadu, takto jednoduché vztahy pro mati-
cové elementy nedostaneme. Duvodem je, Ze se pri rotacich transformuji jinak, nez stavy
momentu hybnosti |a, j, m). Kartézské tenzory se transformuji pfimo podle SO(3) matic
R ([2.19), kdezto stavy |a, j, m) se transformuji pisobenim Wignerovych D-matic ([2.15)),
tj. podle ireducibilni reprezentace SO(3). V kapitole 4| zavedeme tzv. ireducibilni tenzo-
rové operdtory (ITO), které se pii rotacich transformuji stejné jako kety |a, j, m), tj. podle
ireducibilnich reprezentaci grupy SO(3). S vyuzitim teorie skladani momentt hybnosti z
nasledujici kapitoly pak 1ze vypocet maticovych elementi ITO podstatné zjednodusit.

2.3 Priklady

Cviceni 7. Cdstice se spinem % je ve vlastnim stavu S, s kladnou projekci. Jakym spi-
norem 1) je popsdn stav po rotaci okolo osy y o uhel a? Urcete vektor polarizace p' =

({o1), (02), (03)) pro vysledny spinor.

L 1
Navod: Vychozi stav ¢astice je popsan vektorem ) = (O) . Rotaci okolo osy y dostaneme

PN E _ [cosS —sing 1\  [cosg
V= Hy (aw_(sin% cos 0/ \sin2)/°

2 2

stav

Vektor polarizace pro stav ¢ je roven
P = (sina, 0, cos a),
coz odpovida rotaci piivodniho vektoru polarizace = (0,0, 1) okolo osy y o thel «
cosa 0 sina sin o

0
p = Ry(a) P = 0 1 0 0] = 0
—sina 0 cosa 1 COS &

Cviceni 8. Urcete Wignerovy d-matice pro j = % aj=1. Cemu je rovno dV)(2m)?

Navod:
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V tomto pfipadé diky vztahu (2.10) okamzité nalezneme

cos 8 —sin'g>

B 5

COS 3

R (8) = ( = a(g). (2.22)

sin 3

Pro 8 = 27w dostaneme )
d?)(2r) = —1.

Musime nalézt matici

PrIe) 1 i \"
AN (B) = e % :Z_<_7€5) 7" (2.23)

nzon!
kde
0 -1 0
h
JIW=i—(1 0 -1

1 0
2 h?
ng):? 0 2 0|, IV =i—
0 1
Obecné tedy plati

2n+1

2n 2
I =23 (> 0), I = Rra,

Rozdélenim fady (2.23) na nulty, sudé a liché ¢leny postupné dostaneme

1 1 [ (D" o D2 i ()" 2n+1 1
dV(8) = 1+ﬁ<2%5 );ﬂ;) _E<Zﬁ6 )J}é)

n— A\n=0
cos B—1 sin 8
= 1+ %(cosﬁ — 1)J§”2 — %sinﬁjgl)
(14 cos 3) _\/LE sinf# 1(1—cosp3)
= 5sinf3 cos 3 —J5sinf | (2.24)

N =

(1 — cosf) \%sinﬁ 2(1 4 cos 3)

Pro 8 = 27 nalezneme

dV(2r) = 1.

Primy vypocet d-matic pro vyssi hodnoty j uz neni pouzitelny.

Cviceni 9. FExplicitnim vypoctem ukazte, jak se transformuji slozky operdtoru spinu pro
castict se spinem % pTi rotact o ihel a okolo osy z.
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Navod: Matice slozek spinu se pii rotaci transformuji zptsobem
s = R? ()8R (o)

kde
1 1
REQ)(a) = COS %[ — 7sin %03, R£2)T(a) = cos %I + 7sin %0’3.

S pouzitim komutac¢nich relaci a vztahi pro soucin Pauliho matic (2.9) pro prvni slozku
operatoru spinu postupné dostaneme

S] = h<0082g0 +zsmgcosa[a O']—i-SiIlng'O'O')
1= 5 501 5 €08 501,03 5 030103
h o «
= 5 (C082 501 + sin awoy — sin® 501)

= cosaS; + sin a.Ss.
Analogickym zptisobem nalezneme

Sy = —sinaS] + cos aSy,
Sé - Sg.

Vysledek odpovida tomu, ze S, jsou slozky vektorového operatoru, takze plati

. . . cosa sina 0 5‘1 cos 045'1 + sin Oégg
S'=R;'(a)S = R.(—a)V = | —sina cosa 0 Sy | = | —sinaS; + cosaS,
0 0 1 S, S,

Cviceni 10. Uvazujte vektorovyj operdtor V ty. jeho slozky splnuji komutacni relace (2.18).
S pouzitim BCH formule explicitnim vypoctem ovérte, Ze plati vztahy (2.17 ' Uvazugjte rotaci
kolem osy x o whel a.

Navod: Mame explicitnim vypoctem ovérit, ze plati

5, 2, 2, 1 0 0 4 "
V=R Y(a)V =R,(—a)V = |0 cosa sina Vol = | cosaVp+sinals |,
0 —sina cosa Vs —sinaVs 4+ cos aVs

pricemz slozky operatoru se pii rotaci okolo osy x transformuji zptisobem

V! = Ry()ViRl ().

K vypoctu vyuzijeme BCH formuli ve tvaru ((1.16)), kde

A= —%ajl, B=V,.
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Proizljef(ozf/la_ffgz [jl,f/l] :OEKn,nZI,takZe
Vi =W
Pro i = 2 postupné dostaneme
KO = ‘727 Kl = —%Oé |:j17 ‘72] = Oéf/37
fo = —to?[AT] = oy
takze plati X R R R
Ko = (=1)Fa®V;,  Kopy = (=1)" a1V,

7. BCH formule pak dostaneme

b (2w g (S D ) g
V= (Z 2y )Vﬁ(zma )V

=0 k=0

= cosalVs + sinaVs.

Analogickym zptsobem pro ¢ = 3 nalezneme

Vi = —sinaVs + cos aVs.
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Kapitola 3

Skladani momentd hybnosti

3.1 Skladani dvou nezavislych momentti hybnosti

V klasické mechanice je moment hybnosti slozenych systémiti dan prostym sc¢itani vektorti,
tj. vektorovym souc¢tem momentt hybnosti jednotlivych slozek. Pro kvantové mechanické
stavy tomu tak byt nemuze, nebot vime, Ze projekce momentu hybnosti do libovolného
sméru muze nabyvat pouze celoc¢iselnych nebo polociselnych nasobkt A. Je proto uzitecné
zjistit jaké stavy slozeného systému odpovidaji témto hodnotam. Slozitost problému sklé-
dani momentt hybnosti nartista s poc¢tem castic, a proto se v dalsim omezime na systém
slozeny ze dvou podsystémi, kde kazdy je v néjakém vlastnim stavu momentu hybnosti,
tj. spole¢ném vlastnim stavu J@2 4 jéa), a = 1,2. Poznamenejme, Ze se nemusi nutné
jednat o skladani momentii hybnosti dvou rtznych c¢éastic. Postup bude vyuzivat pouze
komutacni relace slozek momentu hybnosti, a 1ze ho tak vyuzit i pro skladani orbitalniho
momentu hybnosti a spinu jedné castice.

Necht tedy mame systém slozeny ze dvou rozliSitelnych podsystémi, pro které byly
naméreny hodnoty momentt hybnosti odpovidajici kvantovym ¢islim j,, m,. Znamené to
tedy, ze prvnimu lze pfifadit ket |aq,j1,m1) a druhému |ag, jo, ms), kde hodnoty aq, as
predstavuji hodnoty ostatnich pozorovatelnych kompatibilnich s J@2 g jéa), naprt. celkové
energie. Zanedbame-li zavislost stavii na vlastnich ¢islech aq, as, pak stav celého sytému
muzeme popsat ketem |j1,m1) ® [ja, ma), pro ktery plati

j(l)zljla mq
j(2)2|j17 mq

(1 + DR [j1,m1) @ |2, ma) (3
2(J2 + DA |1, m1) @ |2, ma) (3.
(3
(3

® |j27 mao

<. S

® ’j27 mao

j§1)|j17m1 ® |j2, ma) = mah [ji,ma) @ |f2,m2)

~ ~ ~— ~—
~ ~— ~ ~

j§2)|j1,m1 ® |j2, ma) = mah |1, m1) @ |j2, ma).

Pro dané j;, j (a ay, as) tvoii tyto stavy Hilberttv prostor HV172) dimenze (2j;+1)(272+1),
ktery muzeme zapsat jako tenzorovy soucin
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Otézka je, jaké lze namérit hodnoty momentu hybnosti celého systému a s jakou pravdé-
podobnosti?

Slozkam celkového momentu hybnosti podle principu korespondence prifadime opera-
tory Jp = J,S) + j,gz), kde jlgl) pisobi netrivialné pouze na HUY a JAIEQ) piisobi pouze na
#U2) . Znamené to tedy, Ze operatory j,gl) a jj@) komutuji. Odtud je pak snadné ukazat, ze

[T Ji] = ihekim I (3.5)

a tedy operatory Ji komutuji jako slozky momentu hybnosti. Z toho pak plyne, Ze operétory

J? a J jsou kompatibilni a jejich vlastni hodnoty musi mit tvar j(j + 1)h? a mh, kde j

a m jsou (polo)celd ¢isla, |m| < j. Zdiraznéme, Ze J? nekomutuje s J3 @)

a = 1,2, pouze s jejich souctem J3, protoze plati

samostatné pro

2,50 = 2t (2 — I — ) = (7, )
Zaroven lze snadno ukazat Ze
[Je, SV =0, [J,, JP? =0, (3.6)

takze operatory JM2 J®2 j2 ], jsou kompatibilni a mohou (spolu s dalsimi opera-

tory) byt soucéasti uplné mnoziny pozorovatelnych systému dvou ¢astic. Oznaéme tedy

|71, 72, 7, m) ket, ktery je vlastnim stavem téchto pozorovatelnych. Znamené to, Ze splije
rovnice

[V 1, g2, gom) = (G + DI |1, g, g, m) (

@211, g2, 4,m) = Ga(j2 + DA [j1, 2, j,m) (

‘]2|j17j27j7m> :](]+1)h2 |j1aj27jam> (

J3| g1, J2, J,m) = mh |j1, ja, 3, m). (3.10

3.
3.
3.

© o =3
= = I —

Poznamenejme, ze vlastni vektory celkového momentu hybnosti jsou i vlastni vektory ope-
ratoru JU . J®) Plati totiz vztah

F L j) % <j2 _ e _ j(2)2> , (3.11)

odkud uZ snadno nalezneme

. . 2
ﬂl) ’ J(2)|j1aj2ajﬂ m> = E
Nasim tukolem je nyni stavy |j1,j2, 7, m) nalézt, presnéji, sestavit je ze stavu |ji;,mi) ®
|72, ma) popisujicich momenty hybnosti jednotlivych ¢astic.
V prvnim kroku se presvédéime, Ze stav |ji,j1) ® |ja2, j2) splituje rovnice (B3.7)—(3.10)
pro j = m = ji + jo. Rovnice (3.7), (3.8) se shoduji s (3.1)), a rovnice (3.10) je

jednoduchym dusledkem ({3.1)), (3.2)), protoZe pro libovolné m; a my plati

<j(j +1)— 11 +1) —ja2(ja+ 1) > |71, 72, 7, m). (3.12)

j3|j1, mi) ® |ja, me) = (mq + ma)h|ji, m1) @ |j2, ma). (3.13)
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K odvozeni (3.9) se vyuZzije formule
J2 = (JO 4 JO)2 = jO2 4 J@2 g g jD gy j0GE g jE), (3.14)

kterou lze snadno odvodit z definice posunovacich operéatoru jia). S vyuzitim vztahu
jia) |7as Ja) = 0 uZ snadno nalezneme

Plirdt) © lizgs) = (JO2+ T 420052+ IO IO+ JOIE) 1, 51) @ |z, o)
= B2 (1(j1 + 1) + jo(Go + 1) + 251J2) 11, 71) @ |72, Ja)
= R(j1 + j2) (1 + Jo + Dj1, 51) @ |g2, J2)-

Znamena to tedy, ze
|71, J2, 1+ Jas g1+ J2) = |j1, 1) @ [d2, J2)- (3.15)
Nyni miuzeme pouzit posunovaci operatory pro celkovy moment hybnosti
Jo=dtidy=JY + JP (3.16)

a snizit hodnotu m, ¢imz dostaneme stav

o o . 1 Ao o .
|71, J2: 71 + Jos J1 + g2 — 1) = ————J_|j1, Ja. J1 + Jo2, J1 + J2)
J1+3j2,91+J2
1 “

(2 . . . .
= ——— (Y + TP i1, 1) @ Lz, o)
ajl+j27j1+j2
1 _ o o _ o o
P (a1 g = 1) @ ld2, 42) + aj, j, 1, 1) @ [j2,J2 — 1)) . (3.17)
J1+72,51+72

Opakovanim tohoto postupu pak z vektoru (3.15]) vytvorime 2(j; + j2) + 1 stavii
J1, Jos J1 + Ja,m),  mo= g1+ Jay .. —J1 — a2

V dalgich krocich (pro ji,js # 0) je nutné vytvorit stavy |ji,Jj2,7,m) s j < j1 + Jo.
Zatnéme s vektorem |71, jo, j1 + jo — 1,1 + j2 — 1). Z vlastnosti (3.13) je zfejmé, ze musi
byt linearni kombinaci stavi [j1, j1) ® |72, 72 — 1) a |j1,71 — 1) ® |2, J2). Ze vztahu
vidime, ze vektor |ji, jo, 1 + J2,J1 + J2 — 1) je rovnéz linearni kombinaci stejnych keti.
Protoze kety |j1, ja, 7, m) spliuji rovnice f pro rizna vlastni ¢isla, jsou pro razné
J nebo m navzajem ortogonalni. Musi tedy platit

o . , , 1 B o o
pgzg =Lt - = —— (ajz,jz 1,1 — 1) ® |52, 72) —
Jitiz2.g1+52
—a; o ) ® g ja — 1) . (3.18)
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Primym vypoctem lze ukazat, Ze tento vektor spliiuje rovnice f pro j = m =
j1 + j2 — 1. Postupnou aplikaci operatoru J_ na tento stav dostaneme 2(j; + jo — 1) + 1
staviis j = j1 +Jo — 1, Im| < J.

Stejnym postupem dostaneme stavy s j =1 +Jjo— 2,7 = J1+J2 — 3, - - - -, Jmin- Vektor
|71, j2, j1+Jje—k, J1+Jj2—k) musi byt linearni kombinaci k+1 ket |jy, j1)®|ja, J2—k), |j1,J1—
D®|j2, jo—k+1), ..., |j1,71 —k)®|ja2, jo). V tomto podprostoru jiz z predchoziho postupu
zname k vektort celkového momentu hybnosti |1, j2, j1+7j2—n, j1+j2—k), n =0,1,... k—1.
Hledany ket |j1, j2, j1 4+ Jo — k, j1 + j2 — k) je pak jednozna¢né urceny jako jejich ortogonalni
doplnék. Zbyva zjistit, kolik je juin. Rozmér podprostoru stavi s danym j je 25 + 1 a
rozmér Hilbertova prostoru H172) pro dané ji, jo je (21 + 1)(2j2 + 1). Musi tedy platit

Ji+j2
21+ D22+ 1) = D (25 +1) = (i +jo+ 1)* = 52 (3.19)
J=Jmin
z ¢ehoz plyne join = |71 — 72|

Na zavér této casti se podivejme na tlohu skladani momenti hybnosti z hlediska teorie
reprezentaci. Operatory j,ia) predstavuji reprezentace Lieovy algebry su(2) na prostorech
HUe) . Tyto reprezentace jsou ireducibilni, tj. operatory j,ﬁ”‘), k = 1,2,3, nemaji spoletny
invariantni podprostor. Operatory celkového momentu hybnosti Ji tvoid opét reprezentaci
su(2) na H52), Tato reprezentace je ale reducibilni - operatory T maji spolecné vlastni
podprostory, které jsou urcéeny hodnotou celkového momentu hybnosti, resp. kvantového
¢isla j. V bazi tvofené vlastnimi vektory celkového momentu hybnosti |j1, j2, 4, m) jsou
matice operatoru Ji blokove diagonalni, jak se lze snadno pfesvéd¢it pifimym vypoctem s
pouzitim posunovacich operatorta J. Reducibilni reprezentaci HY172) tak lze rozlozit na
direktni soucet ireducibilnich reprezentaci

J1+j2
Hrd2) — () g 4 2) — @ H(j:k),
k=[j1—j2|
kde A
H(J:k) - [{|j1aj27 kam>7m — k, k— 1, R _k}]A .

3.2 Clebsch-Gordanovy koeficienty

Mnoziny stavi

{|j17j27j7m>‘j = |]1 _j2|7"‘7j1 +j27 m:jv"'a_j}>

{l71, m1) @ |ja, ma)|ma = ji, ..., —j1, ma = Jo, ..., —Jja}
tvoif dvé ortonormalni baze v prostoru H2). Elementy unitarni matice pfechodu mezi
témito dvéma bazemi se nazyvaji Clebschovy-Gordanovy koeficienty (CG) a znadi se

G Josmma, mlom) = (Gl @ (o, s s o, ).
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Pro Condon-Shortleyovu konvenci, kdy

QG =G+ 1) —m(m £ 1) = h/(GFm)(j £m+1) >0,

jsou CG redlné, tj. matice prechodu je ortogonélni. Plati tedy

J1 J2
|j17j27j7 m> - Z Z (jl)j27m1)m2|j7m)|j17m1> ® |j27m2>7 (320)

mi=—j1 ma=—Jj2
a soucasné
Jj1+je J
|j1,m1) ® Uz,m2> = Z Z (jlaijmlamQ‘ja m)’jlaj%ja m> (3-21>

Jj=lj1—jo| m=-j

Tento vztah dava CG néasledujici fyzikalni vyznam - pokud je systém ve stavu |j;,m;) ®
|72, ma), pak pravdépodobnost naméfeni hodnoty celkového momentu hybnosti s danymi
kvantovymi &isly j a m je rovna |(j1, j2, m1, malj, m)|*.

Pro CG plati vybérova pravidla

(41,42, M1, ma|j,m) #0 = my +mg =m, |j1 —jo| < J < 1+ o, (3.22)
a symetrie vic¢i zdméné j; <> jo, My <> Mo, resp. znamének m; a m

(J1, g2, ma,malj,m) = (=1)"277(ja, j1, ma, ma|j, m) (3.23)
= (=127, Jo, —ma, —malg, —m) (3.24)

- (j??.jla_mQa_m1|j’ _m)

Z unitarity matice prechodu mezi ortonormélnimi bazemi plynou vztahy

Z (j17j2am17m2|jym)(.jlaj27mlam2’jlam/) = 5j,j/ 5’m,m’7 (325)
mi,mo
J
Y D Guodoyma, maljm) (G, o, iy, mbl . m) = Syt Sy
J m=—j

Specialné tedy plati

Z(j1,j2,m1,m2’j>m)2 = 1,

mi,m2
J
Z Z (J1, J2, m1, malj, m)2 = L (3.26)
J m=—j
CG pro maximalni hodnoty m; = 7; a minimélni hodnoty m; = —j; jsou rovny jedné
(J1, J2, 1 Jeldn + Jas gi + J2) = 1, (Ju, Jas —Ju, —Jolji + J2, =51 — j2) = 1. (3.27)
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S vyuZitim posunovacich operatoru (3.16) nalezneme

<j17m1|<j27m2|ji’j17j27.j7m F1)= aji,qul(j17j27mlum2’j7 m)

- &;Flm1(j17j27m1 + 17m2|j7m + 1) + ajjgm2<j17j27m17m2 + 1‘],7’)’1, + 1)

C e s 1w s + .
Explicitnim vyjddrenim «,, pak dostaneme rekurentni relace pro CG

\/(j Fm+1)(j £m)(r, j2, M1, malj,m) =
= /(1 £m1) (1 F may + 1)1, Jo, ma F 1, malj,m F 1)+
+ v (J2 Ema) (2 F mo + 1)(j1, s ma,ma F 1|j,;m F 1),  (3.28)

Tento vztah spolu s fdzovou konvenci

(j17j27j17j _]1|jaj) > 07 (329)

umoziuje jednoznac¢né urceni CG.

3.3 Wignerovy 3j-symboly
Misto CG koeficientli se obc¢as vyuzivaji Wignerovy 3j-symboly zavedené vztahem

J1 Je J3 (_1)j1—j2—m3 o '
= morg UbJ2 MMl g, —ms) 3.30
(ml mso m3> 273 + 1 (91 J2 1 2|]3 3) ( )
Jejich vyhodou je vétsi symetrie pii permutacich sloupcti a zméné znamének m;. Prii

sudé permutaci sloupct se neméni, pii liché permutaci se vynésobi fazovym faktorem
(_1)j1+j2+j3 tj
, 1.

(Jl J2 J3) 7 sen =1,
. . . mp My M3
(Jm Jrs Jm) _ _ (3.31)

My, Mpy Mgy j j j
TR A 1 2
(_1)11+J2+Js ( 3 , sgn = -1
my Mo Mg

Stejny fazovy faktor se objevi pii zméné znamének vsech m;

< J1 J2 J3 > = (—1)ir+ietia (jl Ja j3> , (3.32)
3

—my1y —M2 —M myp Mo M3

Ze symetrii Wignerovych 3j-symboli muZeme snadno odvodit napft. vztah pro CG
koeficient (74, j, m, —m|0,0). Vyjdeme z toho, Ze pro j, = ms = 0 plati

(jaoam70|j7m):1 va{],]_l,,_j}
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Z definice ([3.30) plyne
g0 g _ (=
m 0 —m)  J2j+1
Prohozenim 2. a 3. sloupce pak dostaneme
T (Fd 0\ e 0 ) (=¥

Poznamenejme, ze CG koeficienty (j1, jo, m1,m2|0,0) jsou nulové pro j; # j» nebo m; #
—myg, protoze nejsou splnéna vybérova pravidla (3.22)).

3.4 Maticové reprezentace slozeného momentu hybnosti,
rotacni matice

Uvazujme rotace R slozené¢ho systému, které jsou generovany celkovym momentem hybnosti

J— Jw o j

~

R=c¢ rom,J e——omJ< ®e—;o¢nJ R(l) ®R

Pro maticové reprezentace rotaci pak s vyuzitim (3.20) odvodime nésledujici CG rozklad

D(] Z Z (J1, J2, ma, malj, )(jl,jzam/pm/2|]7m,)Dfi}l?ml(R)DiiZ?mQ(R)-

mi,m} ma,m/,

(3.34)

Analogicky vztah plati i pro malé d-funkce

2 (B) = >3 G dasmay malgom) (G, g, mf, mb i, m)de(B)d (B).

/ !
my,m} ma,msy

(3.35)

Tyto vztahy umoznuji konstruovat Wignerovy D-matice rekurentné.
S pouzitim rozvoje (3.21)) pak dostaneme inverzni vztah - sou¢in dvou d-funkei vyjad-
feny pomoci jedné d-funkce

do (B (B) = D (ir, dosma, mald, m) (i, o, i, mb |G m)d5) L (B),

i m,m/
(3.36)
respektive pro velké D-funkce
D'fibll?ml(R)Dan,mg Z Z ]17]27m17m2|ja )(]17]2am/17m,2|]7m/)D7(7jl?’m(R)
j mm/
(3.37)
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Diky vztahu mezi kulovymi funkcemi a D-funkcemi ([2.13)) pak muZeme odvodit vzorec pro
integral souc¢inu 3 kulovych funkei (viz Cviceni

2T T
. — 20+ 1)(205 + 1
/ do / §i10d0 V1 (0, ) Vi s (0, 9)Yiy s (0, 0) = \/( 147r(2)z(+21) ) (11,15,0,0[1,0)
0 0
X(ll,lg,ml,mgll,m). (338)

3.5 Priklady

Cviceni 11. UvaZujte dvé cdstice se spinem % Najdéte bazické stavy odpovidagici celkovému
momentu hybnosti a urcete nenulové CG.

Navod: Bazickym staviim jednotlivych spini odpovidaji kety |, 43). Stavy celkového
momentu hybnosti |%, %,j, m), kde j muZe nabyvat hodnot j = 1 (a pak m = 1,0,—1)
nebo j = 0 (a pak m = 0), najdeme pfimym vypoctem pouzitim posunovacich operatoru.
Kety odpovidajici hodnoté j =1 a m =1, —1 jsou rovny

11 11 11 11 1 1 1 1

S o LD == 9@, 2, |5 o1, 1) ==, —=
pybb=lgels lpapb-h=lg-—e

Stav s 7 =1 a m = 0 dostaneme aplikaci posunovaciho operatoru Jo=J0 4 j®
5.3, 1,1), tj.

na stav

11 - 11 1 (.11 11 11 .51l
0 = J‘|§’§’1’1>:—(J() )@ 15,5 +15,5) ® 12 >)

Slygi@ly gty ) @G
1 11 1 1 1 1 11
R <|§7 5) ® |§7—§> + |§, —§> ® |§>§>> :
Zbyvajici vektor s j = m = 0 lezi ve stejném dvourozmérném podprostoru (ktery odpovida

m = 0) jako |3,1,1,0) a je na ngj ortogonalni, takze (diky fazové konvenci (3.29))

| 1o,o>=i(|1 1>®|é,—%>—|1 1>®|%,%>>. (3.39)

NAGR 272

Trojice stavii ]%, %, 1,m), m =1,0,—1, tvofi tzv. tripletni podprostor, k nému ortogonalni
stav |%, %, 0,0) se oznacuje jako singlet. Nenulové CG tedy jsou

1111 11 1 1

aY A ada ]-a]- - ]-7 a'a’ a' A ]-7_]- :17
2°2 22 2°2 2 2
L1y R A
2727 272 I - \/§a 27272a 2 I _\/57
L PR . R (A
2727 272 ) - \/57 272727 2 ) _\/§



Cviceni 12. Urcete tzv. hyperjemnou strukturu zdkladniho stavu atomu vodiku, kterd je
duisledkem interakce spinu elektronu a protonu. Hamiltonidn popisujict interakct spini md
tvar

~

H = B+ AS® . 30,

kde By = —13,6 eV je energie zdkladni hladiny, A je zatim neurcend konstanta a Slep)
jsou operdtory spinu elektronu a protonu.

Navod: Spektrum hamiltonidnu lze snadno urcit piimym vypoc¢tem. Oznacime-li A = %fl,
pak matice hamiltonianu je

E,+A 0 0 0
0 0 0 Ei+ A
Jeji vlastni ¢isla jsou rovna
Ey,.=FE+A, FE =E —3A, (3.40)

pfi¢emz hodnota F ; je trojnadsobné degenerovana. Tento vysledek miiZeme obdrzet s vy-
uzitim teorie skladani momenti hybnosti, konkrétné vztahu (3.12). V naSem piipadé je
J1=J2= %, takze plati

2 ~ 101 R 11
S . g = = q = ——|=Z.21 =1,0,—1
|2727 ’m> 4|272’ 7m>? m ) Y Y
o040 11 3.9,1 1
S .SPIZ Z 0.0) = —Zh%=.>.0.0).
|2727 9 > 4 2727 Y >

Vlastni ¢isla hamiltonianu jsou tedy skutecné , pricemz kety |%, %, 1,m), m=1,0,—1,
odpovidaji hodnoté F;; a ket |%, %, 0,0) prislusi hodnoté E, o. Vidime, Ze pii zapocteni in-
terakce spini elektronu a protonu se zakladni energie rozdéli na dvé hladiny podle velikosti
celkového spinu atomu vodiki, resp. kvantového ¢isla j. Z méfeni spektra vodiku je mozné
urcéit hodnotu konstanty A. Pfeskoku mezi dvéma hladinami hyperjemné struktury odpo-
vida mikrovlnné zafeni o frekvenci v ~ 1420MHz (A =~ 21 cm), tj. AE = Ey; — E1p =
4A = hv =~ 5,9ueV.

Cviceni 13. Celkovy moment hybnosti elektronu je ddan souctem jeho orbitdlniho momentu
hybnosti a spinu R R R

Jk = Lk; + Sk
Najdéte bazické stavy odpovidagici celkovému momentu hybnosti |, %,l + %,m) a urcete
nenulové CG. Cemu je rovno (§ E) IENEE %, m) ? NapiSte explicitni tvar viech stavi pro

)9
[=1.
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Navod: V tomto pripadé jde o skladdni momenti hybnostis j; =1 € Z, a jp = % Pripad
[ = 0 je trivialni, protoze H® ma dimenzi jedna. Vlastni vektory celkového momentu
hybnosti jsou v tomto pripadé

111
727272

11 11 1 1 1

0 5

Pro [ > 1 mé& Hilberttav prostor

) — 'H(l) ® H(%),

=

H &

dimenzi 2(2l + 1) a muzeme ho rozdélit na direktni soucet dvou podprostoru lisicich se
velikosti celkového momentu hybnosti, resp. kvantového ¢isla 7 =1 + %

O = YU=1+3) g G=t-3),

Ortonormalni baze v téchto podprostorech tvoii vlastni vektory celkového momentu hyb-
nosti |1, 5,1+ %, m), které rozepiseme do bazi orbitalntho momentu hybnosti a spinu zpu-
sobem (3.20)). Za¢néme s pripadem j = [ + 3, kdy diky vybérovym pravidlim (3.22)) platf

1 1 1 1 1 1 1 1 1
|l,§,l~|—§,m) = (l,§,m+§,—§‘l+§,m> |l,m—|—§>®|§,—§)+

1 11 1 1 11

Leym— = =|l4=m)|lm—2)®]|=,2).

+(,2,m 2,2‘ +2,m)|,m 2)@\2,2>

CG ur¢ime pomoci rekurentnfho vztahu (3.28). Dosazenim j = [+ %, j; = I, jo =
m; =m+ % amo = —% do (3.28)) s hornim znaménkem dostaneme

M NI o Jl=m+ 3 ;1 11,1 |
R X R [ e B A T B R

Analogicky mizeme vyjadrit CG na pravé strané

LS N _Jl=m+g5 [l-m+3 ;1 3 1,1 )
Ty e ) T\ e imm s 22 e T )

a postupné snizovat hodnotu m az k nejnizsi mozné hodnoté —[ — %, kde dostaneme

1 11 1 l—m+1 1 1 1 1
Loomd o=l om ) =) 2 (1o, —l— |l o, = ]
(’Tm+2’2‘+fm) 20+ 1 <’T ’2‘+2’ J

Kvili (3.27)) je CG na pravé strané je roven 1, takze plati

1 o1, 1 l—m+1
- S|l m) =y ————2. 42
(l,z,m+2, 2’l+2,m) ST (3.42)
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Koeficient (l , ; ,

znaménkem, kam dosadime j = [ + 1 » =1 Jo=
rekurentni relaci

;1 Ly, 1 [+m+ 3 LA U | PN S
- m— =, = - m| =4/ —= - m-+ -, = -, m
$2 22| 2 I+m+3 2 22| 2 ’

a postupnym zvysovanim m na pravé strané az k maximalni mozné hodnoté l—l—% dostaneme

s vyuzitim (3.27)) vysledek

1 11 1 I+m+ 1L
S I T Y —— A4
(Lfm T2‘+fm) \ 21 (3:43)

V pifpadé j =1 — 3 diky vybérovym pravidlim (3.22)) plati

2, 2! [+ 2,m) mskame analogicky pouzitim vztahu (3.28|) s dolnim

;, m; = m — % a my = 5. Dostaneme

11 1 1 1], 1 1. 1 1
I, =0 — = = (1= g - l S
’727 27m> (727m+27 2‘ 27 )l m+2>®|27 2>+

1 11 1 1 11
L= m——,~|l—= Lm—=)®|=, =).
# (g =53] gom) b= @15,

CG na pravé strané spoéitame podobnym postupem jako v piipadé j = [ + % Volbou

j=l-Yji=0Lja=2%1 mi =m+1iamy=—1vevztahu (3.28) s hornim znaménkem
dostaneme
1 11 1 l+m+3 1 11, 1
l,= — —=|l=-= = — 2 (l,=m-=,—|l—=m—1
(’Tm+2’2' 7m> l+m—§“2ml2’2’ ym =l
1 1 1 1 1
= l -\ lL=, =+, —|l—=,—l+=].
\/+m+2<,T +1, J 5 +2)
(3.44)
Analogicky, volbou j = [ — %, n=1 75 = %, m; = m — % amg = % ve vztahu (3.28]) s
dolnim znaménkem dostaneme
1 11 1 l—m+1 11 1
L= m——,=|l—=,m| = —f L= m+—-,—-|l—=,m+1
2 2°2 2 [—m — 5 2°2 2

CG na pravych stranach (3.44) a (3.45)) nejsou rovny jedné. Jejich velikost uréime pomoci



vztahu (3:20) a jiz znamych hodnot (3.42) a (3.43)
J 1 1 2
L= > > (L5 -1+1,-5]|j
A .(727 + ) Q‘JJm)

J m=—-]
1 1 1 1\2 1 1 1 1\2
— (1.2 —l+1 —Z|1—= —]+= = 41, —=|[l+= —1+=
(’2’ +7 2‘ 27 +2> +(’2’ +7 2‘ +27 +2>
1 1 1 1\? 21
= S AT R I AN AT =
(Z’Q’ +1, 2‘5 2’ l+2> T

respektive

1 1 1 1\2 1 1 1 1\?2
- —l—1. 2= ~l—1,- gy B
(Z,Q,l ,Q‘Z 2,l 2>+(l,2,l ,2‘l+2,l 2)

1 1 1 1\2 21

= (L 1—-1.2/1—21-2= =

(’2’ ’2‘ 2’ 2> Ty

Pro velikost hledanych CG tedy dostaneme
1 1 1 1\? 1 1 1 1\? 1

L= 41, ——=1—= —1+=) =(1.=1-1.2|1-=1-2) = ——.
(’2’ o 2‘ 2’ +2) <’2’ ’2' 2’ 2) 2 + 1

Féaze je uréena konvenci (3.29)) a symetriemi (3.23)), (3.24))

lalal_171l_1,l_1 = - l,l,l,l—ll—l,l—l <07

2 2 2 2 2" 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
Sy VR R I Sy Y R QU el | .
(z,Q, 41, 2‘[ -, z+2) (z,z,z ,2'1 o 2)>o

Dosazenim do (3.44) a (3.45)) dostaneme

1 11, 1 l+m+1
(l’i’m+§’_§‘l_§’m> =\ (3.46)

1 11 1 l—m+1
(l@m—m‘l—am) - \aer (347)

Vlastni vektory celkového momentu hybnosti pak diky vysledkam (3.42)), (3.43)), (3.46) a
(3.47) muzeme zapsat ve tvaru

1.1 IFm+ 3 1.1 1 I+m+1 1. 11

St m) = 2 @15, —2) k) 2 m— ) ®|2, 2). (3.4

15 1% 5,m) a1 lbmty)ely =) i1 bR ®lgg) (348)
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Kroms toho, Ze se jedna o vlastnf vektory L2, 52, J2 a Js, jsou to i vlastni vektory operdtoru
S L. Ze vztahu (3.12 plyne

1 1
(S L) L3l +5m) = —m2|z A+ 5om),
5000 1 1
L Z1=Z = _Z DAL= 1= =
(S )|z,2,z om) 2<Z+ >h|z,2,z om)

Operator S.L hraje roli u tzv. spin-orbitdlni vazby, ktera ovliviiuje jemnou strukturu
energetickych hladin vodiku (viz. kapitola ().
Pro [ =1 muze byt j = % nebo j = % Explicitni tvar stavi s j = % je nasledujici

1553 = Lhel o),

13555 = i|1,1>®|1,—1>+\/§|1,o>®|§,§>,

133D = loen b tnveill,

13520 = |1,—1>®|§,—§>. (3.49)
Stavysj:%majl’ tvar

Lah = Enen-h-Tnosil,

L3573 = FLOSG-p-L-Delzg. 650

Cviceni 14. UvazZujte tri rozlisitelné castice se spmem =. Oznacme soucet prvnich dvou
spini jako

S — g0 4 @)
a celkovy spin jako o . X . .
=504 @4 6 — 512 4 5B

N 2 A N
Najdéte stavy, které jsou spolecné vlastni vektory S ", S? a Ss. Uvazujte hamiltonidn
castic ve tvaru

H = (50 +5®).99. (3.51)
Jaké jsou hodnoty energie a jejich degenerace?
N 2 N
Navod: Pro zjednoduseni zapisu oznaéme spoleéné vlastni vektory S(2° S2 a Ss jako

|712, 7, m), stavy jednotlivych spinii ozna¢ime jako |%, i%) = |+). Nejprve slozime prvni
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dva spiny, vysledek odpovida cvi¢eni[II]} Tyto stavy pak sloZime se zbyvajicim spinem - to
odpovida cvigeni [13| pro ji; = [ = 0,1 - tj. stavam (3.41)), (3.49) a (3.50).

V pripadé j = % musi byt jio = 1. PouZzijeme tedy vektory M, ve kterych tripletni
stavy |1, m) rozepiSseme podle vysledki cviceni . Dostaneme celkem 4 stavy

3 3 11 11 11
LS2) = |2, 9@, )@, -
31 1 11 11 1 1
1,22y = —|=,2)®|=,2)®|=,—=
1505 \/§|2,2>®|2,2>®|27 5+
n 21 |1 1>®|1 1>+|1 1>®|1 1> ®11>
3v2 272 2" 2 27 2 272 272
1
= \/§(|++_>+|+_+>+|_++>>7
3 1 21 11 1 1 1 1 11 1 1
1.—. —— = [ - — - —— _ —— - — —
1,5, ~3) 3ﬁ(|2,2>®|2, 2+ 2>®|2,2>) I50=5) +
1 1 1 1 1 11
+%|§7—§> |§7—§>®|§,§>
1
= \/g(’+__>+’_+_>+|__+>)a
3 3 1 1 1 1 1 1
Lo -2 = 2 - ®5, ) @5, =) =] — ——). 52
1L,5-5) = I5:=5)®l5,—5) ®15,~5) ) (352)

Celkovy spin j = £ muiZeme ziskat sloZenim ji» = 0 a spinu-3, tj. vyuZijime vztahy (3.41)
kam za |0, 0) dosadime singlet (3.39)). Dostaneme dva stavy

S ACHEL S RS UL )ET S
= S5+ =9 1=+,
1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1
0575 = E<|§’§>®|§’_§>_|§’_§>®|§’§>)®|§’_§>
= S5+ ===+, (3.53)

Druhou moznosti jak ziskat j = % je slozenim 715 =1a spinu—%. Vyuzijeme vysledek |D
kam opét za tripletni stavy |1, m) dosadime podle vysledki cviceni . Postupné nalezneme
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zbyvajici 2 bazické stavy

|111>_\f|1 1>®| 1>®|1 1>
9790 3'272 2 27 92

11 |1 1>®|1 1>+|1 1>®11> ®11>
V3v2 2’ 2’ 2’ 2/ 71979 272

\fr++ )= Z5 (= + 1= +4).

a3 = ff<|1 1>®r2 3+l -5 815.3 ) @153 -
! 2
= () -y H -

Snadno ovéiime, ze kety |jie,j,m) jsou vlastni vektory hamiltonianu (3.51f), protoze ho
miizeme piepsat zplisobem

o g 5 o £ ~ A 2 A(3) 2
- tguy go _ & (52 _ 422 _ &0 )
h2 2h?

Odsud vidime, ze plati rovnost

b e . . 3 o

Hljr2, j,m) = B 3G+ 1) = ji2(iz + 1) — = ) iz, 4, m) = Ejy, jlire, J, m).
Hamiltonidan ma tedy 3 mozné hodnoty energie

€
E17% — 5, EO,% — 07 El

Prvni ma degeneraci 4, ostatni 2.
Cviceni 15. Urcete Wignerovu d-matici pro j = %
Navod: Vyuzijeme CG rozkladu (3.35) pro j; =1, jo =3 aj =32

(2) 3 1
me Z Z ( S, My | oy m) <1,§,m’1,m’2

mi ml mzm

a znalosti d-matic pro j = % aj=1

28 _ L 28

(1 cos2 —sing ) (1:08. 2 vz Sin Sin 2
d2) ()= . 3 2, d (B) = Esmﬁ cos 3 —Tismﬁ ,

sing  cos g 98 L 2 B

sin” 5 7581115 cos” 5



spocitanych v ptikladu (10) (u d jsme rohové koeficienty vyjadiili pomoci vztahii pro
sinus a cosinus polovi¢niho thlu). CG koeficienty jsme uréili v piikladé [13[- vztahy ((3.42] -,
(3.43), (3.46) a (3.47) pro l =1, resp. koeﬁmenty ket ve vzorcich ( - - Pfimym

3
vypoctem staci urcit 6 matlcovych element d s ?3, d(gz)l, d(§ 2) d(;) a5 d 1 ", . Ostatni
27 2

19
272 272 2 27 27

odvodime pomoci vztaht . Postupné nalezneme

1 113 3 1 113 3 (L
= 17 a) ]-7 alara X 17 ) ]-a alara d§11 X d12)1
2 2122 2 212 2 2132

2 B

1x1x — X —
cos 5 cos2

w\»—t \-/

1
2’

to

—~

3
2

d

[SI19
ls\w ~
|

1
27772 373
2 1
= 1x gx(——QsmB)xcos§+1x—3xcoszgx(—31n§)
= — 3Sin—0082§,
2
(§) 1 3 3
dy’ = |1,=,1,=|=,=
272 (’2’ ’2‘2’

= \/_sm COS é

2’
1 1{3 3 1 113 3 1
L, Lgls g ) x (s —L—355—5 Xd§1)71 Xd(12)1
2 2122 2 2127 9 , 11

= 1x1 XsinQé X (—siné)
2 2

Y
= sin” 2,

U
W T
| ~—
I

S lw

wjw
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) = ()« (h g 2Ly o
N XL B [ IR
+ (1%0%’%%) x (1%0%‘%%) X df) x i) +
+ (1% 1,—%‘ ;%) X (1,%,0,%’ ;%) x d) x d(f;%
= %x%xcoszgxcosg—l— gx%x%smﬂx(—smg)—l—
+ gx\/gxcosﬁxcosg—k%x gx(—%sin6>xsin§+
= %(3COS/B—1)COS§,

) = () e () e e
(Y« (ot ) e -
(b0 ) (Bt et
(ool 2 ) hat ) st

= %x%xshﬁéxsmg \}_x ?, <—%Sinﬁ>XCOS—+

+
2 1 1 2 2
+ §X—3x<—ﬁsinﬁ)><cos§—l—\/;x §><Cosﬁx(—sin§)+

Zbyvajici maticové elementy uréime pomoci ([2.12f). Diky relaci dfﬁ)m = (—1)m'_md(j}n/7,m
nalezneme

3 3 3 3 3 3
d% = dfy, dy L =dyy dY = —dg
27 2 272 27 2 272 27 2 272
3 3 3 3 3 3
d(_zé) L= d(f)_p d(_zg) 3 = _d(f)_ga d(_zl) 1= _d(f)_;-
22 27 2 272 27 2 272 27 2
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m,m
3 3 3 3
A2 = —del, dv), =dy
273 273 —22 273
d(%) _ d(%) d(%) _ _d(%)
1.3 = 0731, G5 3= =073 ;.
27 2 272 27 2 27 2
Celkem muzeme d-matici pro j = % zapsat ve tvaru
cos? g \/§ sin g cos? g \/§ sin? g Cos g —sin® B
d(%)(ﬁ)— V3sinZcos?? 1(3cosB—1)cos? —1(3cosp+1)sin’ \/_smwgcosg
\/gsinzgcosg s(3cosf+1)s ng %(3cosﬁ—1)cos§ —+/3sin 2 (302%
sin® ’g V/3sin? ’8 cos g V3 sm cos? cos“ ﬂ

Cviceni 16. Ukazte, Ze pro integrdl soucinu tri kulovyjch funkci plati vztah

2 T

| B (20 +1)(2l + 1)
d 0d0 Y 11 (0,0) Y, iy (0,0)Yipms (0, ) =

/ © / sin l,m( ) 90) l1,m1( ) 90) lz,mz( J 90) \/ 47T(2l + 1)

0 0

X(ll,lg,ml,m2|l,m). (355)

(lh l27 07 0|l7 O)

Navod: Vyuzijeme vztahu mezi kulovymi funkcemi a D-funkcemi ([2.13))

4

Y
2l+1 l,m(eugp):

DXL),O(()Q 97 'Y) =

a vztahu (3.37)) pro j1 = l1, jo = lo, j = l3, m = mg3, m' = m} a my = my = 0 (suma pfes
ms zmizi diky vybérovému pravidlu m; + ms = mgz = 0)

DY (0,0,7) D) o (12,0,7) ZZ l1,1,0, 05, 0) (1, Io, m}, mb I, my) D2 (2,6, ).
my

Nahrazenim D-funkci kulovymi funkcemi, pfeznac¢enim m; — m; a odstranénim komplex-
niho zdruzeni dostaneme

Z 2l1+1 )(20s 4+ 1)

}/11,m1(6790) la, mz 2[3—1-1)

(517527070”3,0) (l17l2,m1,m2|l3,m3)

l3,m3

XY237m3 (07 @)

Vynasobenim obou stran Y,,(0, ) a integraci pies prostorové thly dostaneme s vyuzitim
ortogonality kulovych funkei hledany vztah.

95



Kapitola 4

Ireducibilni tenzorové operatory,
Wigner-Eckartiv teorém

4.1 Ireducibilni tenzorové operatory

Ireducibilni tenzorovy operator T™ (ITO, Gasto pouzivany nazev je také sféricky tenzor)
radu k je sada 2k + 1 operatora 1'(k,q), g = k, k—1, ..., —k, které spliuji komutaéni relace

[ D(kiq)] = haT(k.q),
[ji,T(k,q)} — af T(kg+1). (4.1)

Misto komutac¢nich relaci s posunovacimi operdtory miuzeme I'TO definovat podle komutace
se slozkami momentu hybnosti

k

Tk = 30 (1) T(kd). (42)

q=—k

kde J Z(»k) jsou matice momentu hybnosti velikosti k, viz. 1} Duvod pro nazev ireducibilni
tenzor je, ze pii rotacich se ITO transformuji podle Wignerovych D-matic, které tvoii
ireducibilni reprezentace Lieovy grupy SO(3). Plati tedy vztah

ITO se tedy pii rotacich transformuji stejné jako kety |7, m), viz (2.15)).

_ Skaldrni operatory jsou soucasné ITO 0. radu. Ze slozek kartézského vektoru vV =
(Vi, Vo, V)T 1ze vytvorit ITO 1. fadu V) se slozkami

N 1 ~ N ~ ~ N
V1) == (V+ifs), V(1L,00=V5 V(1,-1) =

> (i), (13)

1
V2
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viz. Cvieni [I7} Jako argument pro tento tvar lze pouzit i nasledujici. ITO 1. fadu se
pii rotacich transformuje pomoci DM matic, které jsou generovany maticemi momentu
hybnosti pro j =1

Wk 010 Wk 0 —i 0 " 10 0
leﬁlOl,ngﬁzO—z,J3:hOOO
010 0 i 0 00 —1

Naproti tomu kartézsky vektorovy operétor se transformuje piimo pomoci SO(3) matic
(2.17)), které jsou generovany maticemi M; (2.1)). Pfechod od kartézského vektoru ke sféric-

kému tak odpovida zméné béaze, ktera prevede matice M; na matice J 51). Matice prechodu
je tvorena vlastnimi vektory M3

1 1 0 1
H1 = ——7= i, Ho = 0], U1 = —= —1
V2 0 1 V2 0

Oznac¢ime-li matici prechodu

pak lze snadno vidét, ze plati
I = hPTMP.

Slozky sférického tenzoru 1. fadu pak dostaneme pomoci matice prechodu

N 1~ a1
VO = (V1, V3, V)P = <—— Vi+iVy), Vs, —=
(1 2 3) \/5(1 2) 3\/§

Libovolny kartézsky tenzor 2. fadu muzeme rozepsat jako soucet tii ¢leni

(Vi — M)) :

A

Tz’j = Dij + Aij + Sij, (4.4)
D = %Tl" T 0ij = % (T11 + Ty + T33> dij,

Ay = g (Ty-10),

Sij = % (TAz; + ng> - bz‘ja

kde Dij je nasobek jednotkového tenzoru, /Alij je antisymetricky tenzor a S”Z-j je symetricky
tenzor s nulovou stopou. Z téchto tenzori lze sestavit ITO 0., resp. 1., resp. 2. fadu.
Pripomenme, Ze kartézsky tenzor spliiuje komuta¢ni relace s momentem hybnosti ([2.20)).
ﬁij je nasobek jednotkového tenzoru a je to tedy skalér, tj. ITO 0. fadu

A

~ 1 N
T = 7(0,0) = ST T (4.5)
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A;j je antisymetricky tenzor, ma jen tii nezavislé slozky

~ 1 /- ~ ~
Ayy = 5 <T23 - T32> =V,
o 1 /.4 ~ ~
A1 = 3 <T31 — T13> = Vs,
~ 1 /- ~ ~
A = 5 (Tm - T21> = V.

Pomoci komutacnich relaci 1) lze odvodit, ze % jsou slozky vektorového operatoru, tj.
plati

[jk, ‘A/zi| = iheraVi.
Z nich uz umime sestavit ITO 1. fadu T® podle pievodnich vztahi (4.3)
. 1

(1,1 = —m <T23 — Tyo + Ty — iT13) ;

A 1 /.4 A
7(1,0) = 5 (To—Tn),
T(]_, —1) = ﬁ <T23 — T32 — ZT31 + ’LT13> . (46)

Podobné 1ze sestavit ITO 2. fadu T® z péti nezavislych slozek symetrického tenzoru S'ij
nasledujicim zptsobem

. 1 /a4 A A 1 /- A o o
T(2,2) = % (Sn — S99 + 22512) = % <T11 —Tho + 1T + ZT21> )
) 2 /. . 1 /o
T2,1) = —\/; <S31 + Z4532> = —% <T31 + T3 + 113 + ZT23> ;

~

A A 1 A
T(Q, 0) = S33 = T33 - gTI‘ T,

A 2 /0 . U e

T(2,-1) = \/; <S31 - 2532) = 7 ( 31 + T3 — 1130 — ZT23) ;

. 1 /s & - 1o e

T<2, —2) = % (SH — 522 — 22512> = % (Tn — T22 — ZT12 — ZT21> . (47)

4.2 Wigner-Eckarttiv teorém

Transformacni vlastnosti I'TO pfi rotacich zjednodusuji vypocet maticovych elementii

<a,j1,m1\T(k,q)]b,jg,m2>, (4.8)
kde a, b predstavuji sady kvantovych ¢isel (muze jich byt i vice, tj. a = (ai,...,a,),
b = (b1,...,b,)) pozorovatelnych kompatibilnich s momentem hybnosti. Z komuta¢nich
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relaci (4.2)) totiz plyne

JT Gk, @), g2 ma) = ([T Tk, )] + T (k. )i ) b, 2y ma) (4.9)

q'=—k
J2 . .

+ > () Tkl o), (4.10)
’ . mq,m2

my==—732

coz odpovidé pusobeni operatort J; na stavy dvou nezavislych momentt hybnosti |k, ¢) ®
|72, ma). Na zakladé této analogie mizeme definovat kety ,slozeného“ momentu hybnosti

| (b k jQ ju Z Z k j27q7m2|j7 ) A(k7Q)’b7j27m2>7

me=—j2 g=—k

kde 2(b, k, j2) je index jednoznacéné ur€eny hodnotami b, k, jo. Inverznim vztahem (3.21)
muzeme vyjadiit T'(k, q)|b, jo, mo) pomoci stavia |z(b, k, j2); 4, m)

k+j2

T(k7q)|b7j27m2 - Z Z k]27q7m2|]7 )|Z<b7k7j2)7jam>

j=lk—j2| m==j
Dosazenim do (4.8) nalezneme

k+j2

<(I ]laml‘T(k Q)’b ]27m2 Z Z k .727 Q7m2’j7 )(a’aj17ml|z(bakaj2);jam>

Jj=lk—j2| m=—J
= (k;j27 q7m2|j17m1> (a,jl,m1|z(b, k;j2);j1,m1>
= (k7j27 q,m2|j1,m1)F(a, bak7j17j2>7 (411)

kde jsme vyuzili vztah (2.21)) (pro volbu A = I). Vztah (4.11)) je matematickym vyjadFenfm
Wigner-Eckartova teorému. Jeho obvyklejsi formulace vyuziva Wignerovy 35 symboly

. - - _ (_1yi—m o koJe (
(a, j1,ma[T'(k, q)[b, j2, m2) (=1) (—m1 q m2> “J

fir(’f)” b, j2> (4.12)

(_1)j1+k—j2 ‘ . e ]
= W(k7]27Q7m2|j17m1) <CL,]1 HT( )Hba.]2>7

kde (a, J1
vou stranou pro jednu hodnotu ¢, mq, ms, kdy je CG koeficient nenulovy. Diky Wigner-

Eckartovu teorému staéi spocitat jeden maticovy element ITO, ostatnich (2j; + 1)(2k +
1)(252 + 1) — 1 uz lze dopocitat s vyuzitim CG koeficienti, resp. Wignerovych 3j-symboli.

T(k)“ b, j2> predstavuje tzv. redukovany maticovy element. Ten je urceny le-
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Vybérova pravidla pro CG koeficienty (3.22) plati stejnym zptisobem i pro maticové ele-
menty 1TO, tj. (a, j1, m1|T(k, q)|b, j2, m2) = 0 pokud neplati

my=my+q, |k—jof <j1 <k+jo.

Specialné tedy plati R
<aaj17m|T(k7Q)|b7j2am> =0 pro q7é0

Odsud snadno vidime, Ze stfedni hodnoty 1. a 2. slozky vektorového operatoru jsou ve
stavech |a, j, m) nulové

(a, j,m|Vila, j,m) = {a, j,m|Vala, j,m) = 0, (4.13)
protoze inverzi vztaht (4.3) dostaneme

v, = % (T(l, 1) - 71, 1)) N v

a (a,j,m|T(1, £1)|a, j,m) = 0.

<T(1, —1)+T(1, 1)) ,

Sl

4.3 Maticové elementy skalara a vektori

Pro skalarnf operator S Wigner-Eckarttuv teorém prejde na vztah 1|

. Sy —1)—5 . . A .
<a,j1,m1’5|b,j2,m2> = ( ) <O7j27 Oam2|]17m1) (aajl SH b7]2>
271+ 1~ ~- -
‘5j1j25m1m2
1

= s (0.1 8] 0.2)
2]1+1 J1J2 1m2 a .]]- ]2
= F(j17a7 b)5j1j2 mims -

Redukovany maticovy element skalarniho operatoru je tedy

<a7j1 b7j2> = F(j17a7b> V 2]1 + 15j1,j2'

Pokud jsou navic vektory {|a, j1,m1)} a {|b, ja, m2)} stejné ortonormélni baze, pak plati

g

F(jbavb) = g(.jlaa')(sa,b-

Pro vektorové operéatory dokdzeme projekéni teorém (pro j # 0)

v

(a,j,m'|V|b,j,m> = <a’>.]7m/| j2 J’b7j7m> = m<a7j7m/| (J V) J|b7.77m>
(4.14)

60



Vyjdeme z toho, zZe J-V je skalarni operator, jak se 1ze snadno presvédéit z komutacnich
relaci

[ T &] = Ji [3 V] + [ ] Vi = ihew (Vi + Jivi) =0

<1>

Odsud plyne, ze f j Je vektorovy operator. Diky prevodnim vztahim mezi kartézskymi
a sférickymi Vektory a ngner—Eckartovu teorému staci rovnost dokazat pro jednu
slozku V; a néjakeé hodnoty m,m/, pro které je (1,7, q,m|j,m') # 0. V dalsim zvolime

g=0am=m'=j a vyjadiime pravou stranu

~ 2
—»

V =
(a, J, J\ Js!bj j) = (a, j, j|J - Vb, 3, 5)

1
(7 +1)

1 1 . a0, IS A
vt g Loy b
1 1. - . -
_ LG T U b A+ Bila. i Tl i)
AT <<a,J,J\2 +(Vi =iVa)b, j, j) + hjla, j, j|V3] ,J,J>)
(4.15)
Dale vyuZijeme komutacni relace (4.1) a upravime operator v prvnim braketu
1. - - 1 SIS ~ - ~ 1 ~
S (Vi =V, :—([J % 1,—1}+v1,—1 J):hv 1,0) + —V(1,-1)J
5 +(Vi—1i1a) /32 + V( ) ( )/ (1,0) /32 ( )/

Po dosazeni do ‘D da posunovaci operétor j+ pii piisobeni na ket nulu, takze dostaneme

g& 1 . .
b,',': . (ﬁ,','Vb,',' ﬁ',','Vb,’,')
(aJJ| J3|b, 4, J) G+ (a, J, j|V5|b, 7,7) + hjla, 7, 7|Va|b, 5, J)

= (a, J, 7|Vi|b, 4, 7).

Tim je projekéni teorém (4.14)) dokézan.

4.4 Starktv jev na vodiku pro N =3

Jako ilustraci vyuziti symetrii a Wigner-Eckartova teorému si spo¢itame Starkiv jev na
vodiku pro hladinu N = 3. Starkiiv jev popisuje rozstépeni hladin vodiku vlivem vnéjsiho
elektrostatického pole. Diky sférické symetrii vodiku zvolime elektrické pole ve sméru osy
z, tj. E = (0,0,&). Energie vodiku v tomto poli (odpovida energii dipolu) je

H = eEXs, (4.16)

kde X; je treti slozka souradnice relativnitho pohybu. Vliv elektrického pole zapocitame
poruchové, vzhledem k degeneraci hladin (Dy = N? bez zapo&itani spinu elektronu) je
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nutné pouzit poruchovou teorii pro degenerované spektrum. Opravy 1. fadu jsou vlastni
¢isla matice operatoru poruchy (4.16|) v podprostoru N = 3

O = (0w 3, 1m))

kde | N, [, m) jsou spoletné vlastni vektory neporuseného hamiltonianu Hy, L* a L. Je to

hermitovska matice 9 x 9, tj. ma 45 netrividlnich maticovych elementti. Diky symetriim a

Wigner-Eckartovu teorému ale staci spocitat jen 2, ostatni uz budou jednozna¢né urcené.
Porucha je nasobek 0-té slozky ITO 1. fadu X®

H' = e£X(1,0).
Jeho maticové elementy jsou urcené v piikladu , ze vztahu (4.30)) dostaneme

. 20+1
(3,0, m/| X (1,0)[3,1,m) = ,/Qﬁ (10,0, 002, 0)(1,4,0,m|i',m)(3,V|r[3,0).  (4.17)

Z vybérovych pravidel plyne, Ze nenulové elementy mohou byt jen prom’ =mal =141
(viz. (4.32))). Prostor s N = 3 muzeme tedy rozdélit na 4 podprostory generované vektory
s ruznou hodnotou m:

1. m=0:3,0,0), |3,1,0), |3,2,0)
2. m=1:3,1,1), [3,2,1)
3.m=-1:13,1,-1) , [3,2,—1)
4. m =42 3,2,2), 3,2, -2) .

Podprostory jsou invariantni vii¢i operatoru poruchy, tj. jeho matice bude blokové diago-
nalni. V poslednim podprostoru jsou maticové elementy nulové.

Zbyva urc¢it dva maticové elementy radialni ¢asti - (3,0[r|3,1) a (3,1|r|3,2). Radialni
¢ast vinové funkce Ry;(r) pro elektron v atomu vodiku je rovna

2 ((N—1-1)N\? (20 \' . o
= (= 7 i ag [ 2l+1 i 4.1
Ri(r) = 773 ( ag(N+1)!) (Nao) € TIN-- Ny ) (4.18)

kde ay = ‘ﬁ—g@z je Bohritv polomér a LP(z) je zobecnény Laguerriiv polynom. Explicitni
tvar funkci pro N =3 al=0,1,2 je potom

2 _r 2r 212
R — 3a, 1 - [
30(7’) 3 3@86 0 ( 3@0 + 27@3) )
2v/2 s (ﬁ r2 )
27+/3a3 ’

R31 (T') =

CLO_3_CL8
2\/5 _LTQ

R = 30—
wl) = o=
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Maticové elementy (4.31)) 1ze rozlozit na soucet integralii tvaru

o e r n 3 n+1
f(n) :O/e 0 <a—0> dr = <§) ap '(n+1)

V naSem pripadé nalezneme

(3 n+1
- n! ag.
)

16 8 9v5
3,1r3,2) = ——=f(6) — ————=f(7) = ———ao,
BB = — ff( )~ o ff( )= -0
\/— 20\/— 40\/— \/—
3,0r3,1) = — —— = —9v2aqy.
Relevantni CG koeficienty uré¢ime podle tabulek z piilohy [A]
1 4 —m?
I, 1 =—— 1,2 1 =—
( 9 7070‘070) \/g? (7 7O7m| 7m) 10
Dosazenim do vztahu (4.17) dostaneme
(3,0,0/X(1,0)[3,1,0) = —3v6a,

—gao, m = %1

—3\/5&0, m=20

Tim méame urcené vSechny maticové elementy operatoru poruchy. Jeho matice je pak rovna
(poradi bazickych vektora bereme viz. vyse)

. 3
(3,1,m|X(1,0)[3,2,m) = \/_\/ m2ag =

0 V6 0
V6 0 V3
0 V3 0
0 3/2
HN= = _3eqo€ 3/2 0 . (4.19)
0 3/2
3/2 0
00
0 0
Opravy energie F3 = —g ~ —1.5eV v 1. fadu poruchového rozvoje jsou vlastni ¢isla této

matice, prislusné vlastni vektory pak urcuji koeficienty rozvoje spravnych vlastnich vek-
toru neporuseneho hamiltonianu Hy vzhledem k H’ do baze {|3,1,m)}. Vlastni isla matice
jsou +£9eao€ (ndsobnost 1), +5eaof (nésobnost 2) a 0 (ndsobnost 3). Druhé exci-
tovana hladina vodiku se tedy vlivem homogenniho elektrického pole rozdéli na multiplet
péti hladin vzdélenych o %eaog )

Vysledky jsou shrnuty v tabulce [4.1]
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Oprava 1. fadu | Nasobnost Spravné vlastni vektory H,

9eaoE 1 7 (V2[3,0,0) +/3[3,1,0) +3,2,0))
Jeap€ 2 75 (13,1, £1) + 3,2, £1))

0 3 13,2,2), 3,2, -2), - (13,0,0) — V2(3,1,0))
—Jeap€ 2 75 (13, 1, £1) — [3,2,£1))

—9eaoE 1 7 (V2[3,0,0) —/3]3,1,0) +3,2,0))

Tabulka 4.1: Shrnuti vysledki Starkova jevu na vodiku pro hladinu N = 3 v 1. fadu
poruchové teorie. Opravy prvniho fadu jsou vlastni ¢isla matice (4.19))

4.5 Tenzorovy soucin ITO

Z dvojice ITO Uk 4 V) ]ze tenzorovym sou¢inem zkonstruovat I'TO tadu k

Wk — [@(kn © ‘7(’”)} w

kde |k — ko| < k < k1 + k. Tenzorovy soucin je definovan po slozkach vztahem

[Ifj(kl) ® V(kﬂ (k,q) = W(k,q) = Z (k1 k2, g1, gol By ) U(ky, )V k2, 2). (4.20)

q1,92

Specialné pro k; = ks a kK = 0 dostaneme

W(Q 0) = Z\Uﬁ, ki, ¢1, —qi] 0, OZU(/ﬁ’ %)V(kl, —q1)
a (b1

2k +1

qu(kh QI)V(kh —Q1)~

(-
- LSy
2k + 1 o
Na zéakladé tohoto vztahu se definuje skalarni soucin ITO stejného fadu

Uk k) = (—1)k1\/2k; + IW(O, 0) = Z(—l)qlﬁ(/ﬁ, %)V(/ﬁ, —q1). (4.21)

q1
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Pro maticové elementy skaldrniho sou¢inu dvou I'TO plati vztah

(@, 71, ma [UP - VB, gy my) = W@m%lmz (a,h HU(’“) -V(k)H sz)
1
(_1)j1 ] . r(k .
= 6j1j25m1m2 : Z<_1)J (avjl IU() C?j) X
2j1+1 c,j
« (c,j V““)( ) (4.22)

Prvni rovnost plyne piimo z Wigner-Eckartova teorému, protoze Uk . y® je ITO 0. radu
a pro prislusny CG koeficient plati

(0 J2, 0 m2|j1,m1) 5]1]25m1m2'

Pro dikaz druhé rovnosti vyuzijeme rozklad jednotky

I="le.j,m){c,j,ml,

c,j,m
ktery vlozime mezi operatory U(k,q) a V(k, —¢) ve skalarnim soucinu ITO, tj.

<a7j17ml‘®(k) : V(k)’baj%mQ (I jl)ml‘ Z QU k q (ka —Q)‘b,jQ,m2>

= Z (_]‘) <a’]1am1|U(k7q)|C7]7m><cvjam|v<k7_Q)|b7j27m2>

q7c7j7m
_ ey [ kg ( : A(k)‘ )
Z( 1)( 1) (_ml q m) a, J1 U ¢, 7] X
q7c7j7m

Wignerovy 3j symboly upravime s vyuzitim symetrii (3.31) a ) do tvaru
ook gy (—1)ir+h+s J k0
—mp q m moq —my)’

j k j2 _ (_1)j+k+j2 j k j2
—m —q Mo m q —msy)’
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Suma p¥es ¢, m je potom rovna (pro fazové faktory plati (—1)?" = 1)

Z(_1)(1+j1+j*m1*m(_1)j1+k+j (j ko )(_1)j+k+jz (j ko o ):
1

m q —m m.oq —ms
q,m
- Z(_1>q+jg+j—m1—mw (]7 kv m, Q| j17 ml) ﬂ (.]7 k7 m, Q| j27 m2)
m \/2]1+1 \/2j2+1
(—1)2+ . . . .
- ?k7m7q 7m 7k7m7q ’m
\/(2].1 D2t 1) ; (j | 1, m1) (J | J2,m2)
57’1]’23:”17”2

(_1)j1+j

= m@uﬁmlmz (4.24)

kde ve druhém radku vyuzijeme toho, ze CG koeficienty jsou nenulové jen pro m+q = m; =
ms, a posledni rovnost plyne z relaci ortogonality pro CG koeficienty (3.25). Dosazenim

(4.24]) do (4.23]) dostaneme hledany vztah (4.22)).
(122

Specialnim pripadem vztahu (4.22) pro k =1 a U® = JO je

- —
0150 T o) =y (A58, (0 [0 025)

kde jsme vyuzili redukovany maticovy element momentu hybnosti (4.26|) spoc¢itany v pii-
kladu 19

T

4.6 Priklady
Cviceni 17. Explicitnim vypoctem ovérte, Ze vztahy definugi ITO 1. Tddu.

Navod: Musime ovérit platnost vztahu (4.1). Vyuzijeme komutacénich relaci vektorového
operatoru s momentem hybnosti

[ji, VJ] = ihgijkf/k.
Pro V(1,0) = Vs ihned dostaneme
s V(,0)] = [ Ta] =0,

Jo, V(L,0)| = |/, Vs| 2il|Jo, Vs| = Fh(VixiVh) = V2RV (1, £1) = of ,V (1, £1).
[ | = [ow] il hn] - wn (i) ,
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Podobné pro V(1,1) = % <V1 + 2V2> nalezneme

|:j3, \7(1, 1) = % <zh€312V2 + z(zheggl)V) = % (zV2 + V1> = hV(l, 1),
77 00)] = = ([t + [142 4] ) = == (<herma¥h = hema¥a) = .
v = _% ([1.6%] = i 71]) = V3RV: = a3, 77(2,0)

Stejnym zptsobem pro V (1, —1) = \% <Vl — ZVQ) najdeme

[j37 V(L —1): = % (m€312‘72 - Z'(2'715:321)‘71) = % <ZV2 - Vl) = —hV(l, —1)7
[0 -] = L2 (= [7i8] + [0, Vh]) = VENTs = o, 7(1,0),
v -] = % (= [7i%s] = [, Wa]) = 0.

Cviceni 18. Slozky operdtoru kvadrupolového momentu Qij = quXj ()A(Z jsou slozky
operdtoru polohy) tvori dohromady kartézsky tenzor 2. Fddu. Urcete jeho rozklad na I1TO
0., 1. a 2. Tddu.

Navod: Kvadrupoélovy moment nejprve rozdélime podle vztahu 1} Tenzor Qij je syme-
tricky, takze dostaneme

o 1 N q
Dz‘j = ng" Q 52']' = §X2 5ij
AZJ - Oa

A~ ~ A~ A A q A~

i = Qi — Dij =qXiX; — §X2 Oij-

ITO 0. radu je tedy
QO = 4x2
3

ITO 1. fadu je pro kvadrupélovy moment nulovy. Slozky operatoru Q@ uréime z ,
muzeme je upravit do tvaru

Q(Q,Q) == <X1 +ZX2) y

Q(Q,l) = —Q\/7X3 Xl +ZX2

0(2,0) = <2X2 X2 X2>
Q(Z,-l) = \/>X3 X1 —ZXQ
Q(27 _2) - \/6 <X1 — ZX2> .
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Cviceni 19. Urcete redukovany maticovy element <a',j’ Hj](l)H a,j), kde a, a' jsou sady

kvantouvijch cisel prislusejici steynym pozorovatelnym kompatibilnim s momentem hybnosti.

Navod: Zvolime slozku J (1,0) = jg, z Wigner-Eckartova teorému pak plyne

(_1)j’—j+1

d, i m | Jsla, 5, m) = mh&; 1 OmmOaa =
< ] | 3| ] > J5J s ’ 2]I+1

(1,3, 0.m| j',m') (',

Pro m = m’ = j pak s vyuzitim CG koeficientu z piflohy [A] dostaneme rovnost

19 e.5)

a,j)

jI(”H aJ) =0/j(j +1)(2) + 1)0; 000

jhdj,j’éa,a’

1
B (Lj? 07]|]7]) (alvj/
V2 1%/_/
I 3
Vi(i+1)
Fm

— j (a/,j/
VIl +1)(2j+1)

takze plati

<a/ j/

~

F

a,j).

(4.25)

(4.26)

Cvic¢eni 20. UvaZujme sloZeny moment hybnosti J = JU 4 J? 4 jeho vlastni stavy

71,72, 9, M) Vemuje rovna stiedni hodnota J\" v tomto stavu
i1, ja, j,m). C tredni hodnota JS" v tomto stavu?

Navod: Pro j # 0 vyuzijeme projekéni teorém (4.14)

j(l)mz ',',',mj(l)',',',m: m
(J37);, (J1, g2, 3, m|J3 | g1, g2, 3, M) )

Skalarni soucin vyjadiime pomoci kvadrati momentt hybnosti

ToJ0 = g7 J 0 = (g J00 %)
2

kde jsme vyuzili vztah |' Pro stfedni hodnotu j3(1) tak dostaneme

(IS jm = % GG+ 1)+ j1(Gh+1) = Ga(ja + 1))

)<j17j27j7m|’] ’ ﬂ1)|j17j27j7m>'

Piipad j = 0 = m je moZny jen kdyZ j; = js. Jediné nenulové CG koeficienty jsou (3.33),

takze plati
Ji i
o (=1)rm :
s J 1 07 0) = = ,m X , —Mq).
|J1, g1 ) Z 25, k1 [j1,m1) ® |1 1)

mi=-=J1

St¥edni hodnota jél) je v tomto stavu nulova

A1 h jl
<J§ )>070 = Z my = 0.

2‘71 +1 mi=—j1
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Cviceni 21. Operdtor celkového magnetického momentu elektronu v atomu je roven souctu
orbitdlniho a vlastniho magnetického momentu

A~
—
Y

fi = fi, + fis = —% <9LE + QSS) gr=1, gs =2, (4.27)

kde o je Bohriv magneton. Urcete diagondlni maticové elementy (I, s, j, m|ﬁ\l, S,7,m).

Navod: Prvni dvé slozky maji stfedni hodnoty nulové diky (4.13)). Pro t¥eti slozku vyuzi-
jeme projekéni teorém (4.14)

i ml| [ ; mpo
<,LL3> j,m = <l787]7m|u3|l787.77m> — T35 . a~
] h2j(j

+1)
mp . 505 5 5 .
- _W—(l)-l)<l,8,j,m|gLJ'L+95J-S’l,8,j,m>.

<l7s7j7m|j. ﬁ|l7 87j7m>

Skalarni souciny vyjadiime stejnym zpusobem jako ve cviceni
1
2

Kp

S I 2O SN A
-inﬁﬂ+ﬁ—sﬂ,tﬁsz (/2+52-17).

Pro stfedni hodnoty /i3 pak nalezneme

Gihim = =gy gy s dml T on +.9) + (12 = 8%) (gn = gs)llos. )
~ 57 (0 99)0 1)+ (9 = 95) (0 +1) = s(5 + 1))

Vysledek miizeme prepsat ve tvaru

({13) j,m = —gjmilo, (4.28)

kde g; je tzv. Landého g-faktor

gr+gs ll+1)—s(s+1)

= + oy — 9s)-

91 2 2j(j +1) (92 = 9s)
Pro elektron je s = % a v priblizeni g; = 1 a gs = 2 dostaneme

1 . 1
BT G ) ) 0 ' |

Stfedni hodnota s maximalni projekci m = j se nazyva magneticky moment ¢astice

= {p3)j5 = —3;jHo-
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Cvigeni 22. Definujme operdtory Y (k, q) jako operdtory ndsobent kulovou funkci Yiy(6, ).

Ukazte, Ze ?(k:,q) tvori slozky ireducibilniho tenzoru rdadu k Y®) . Naleznéte redukované

maticové elementy (l’ Y ®) l).

Necht |N,l,m) znaci spolecné vlastni vektory ig, L? a H se sféricky symetrickym po-
tencidlem. Urcete maticové elementy (N',I',m/|X;|N,l,m).

Navod: Nejprve musime ovéfit platnost komutacnich relaci (4.1]). Komutatory nechame
pusobit na kulovou funkci Y},

Lo, Vi Y = La(VigYim) = YagLYim = hYigVim + YighmYi, = YeghmYin
= thquZm,

Lo Vi Yim = La(VigYim) = YigLa Vi
= Oé;qukqilem + Yig@ Yims1 — Yag@E, Yimt
= Oé;qufkqilylm,

a protoze kulové funkce tvoii ON bézi tak vztahy (4.1) plati. Pro redukovany maticovy
element z Wigner-Eckartova teorému dostaneme

(_ )l’+k—l
V2 +1

Levou stranu muze vyjadfit pfimo pomoci (3.55))

A m' |V (k, g)|l,m) = (k, 1, q,m|l',m) (z’

v® H z) .

27 T
W'V (k, @)1 m) = / d / S0 T 1 (0, ©)Yig (6, 2) Yim (0, )
0 0

B (2k+1)(20+1) / o
— \/ 47T(2l/+1) (k7laoa0’l,0)(k,l,q7m|l7m)

Redukovany maticovy element Y®) je tedy roven

: e [CETD@IT1
(r [¥®]|7) = -1y +k—l\/( i 4)( D 0,02, 0).
v

Pro vypocet maticovych elementi operatoru polohy nejdiive napiSeme slozky x; ve sféric-
kych soufadnicich, vyuzijeme pfevodnich vztaht (4.3) a najdeme piislusny ITO 1. fadu
XM ktery ma slozky

N 1 1 )

X(1,1) = ———%= (1 +ixy) = ——=rsinbe'?,
V2 V2

X(l,O) = x3=rcosb,

N 1 1 )
X(l, —1) = E (xl - ’il'z) = E’F sinfe*?.
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Vysledek je mozné prepsat pomoci kulovych funkei s [ = 1 v kompaktnim tvaru

%00 = T,

tj. plati X1 = @/%’rﬂ?(l). Pro maticové elementy X (1, ¢) nalezneme

(N'I',m/|X(1,q)|N,I,m) = (N',I',m/| —rY(l q)|N,1,m)
20+ 1
= S L 0,00 0) (1, L gyl )N, 1N 1),
(4.30)
kde jsme oznacili
(N, I'|r|N,l) = /r?’RN/l, YR (r)dr. (4.31)
0

Zde Rp;(r) predstavuje radialni ¢ast vinové funkce stavu |N, 1, m), tj.

UNam(r,0,0) = (8, o|N, [, m) = Rni(r)Yim (0, ).

Diky vybérovym pravidlim pro CG koeficienty vidime, Ze maticovy element (4.30)) je ne-
nulovy jen pokud

Am = m'—-m=q=1,0,-1,
Al = I'—1=1,0—1.

Ze symetrie Wignerovych 37 symboli vic¢i zaméné znamének m; (3.32) navic plyne, ze
(1,1,0,0[7,0) = 0, protoze

(1,1,0,0]1,0) = (=D)"'"V2i+1 L0l (1) 2T+ 1(—1)2+ Ll
0 00 00 0
= —(1,1,0,0]7,0) = 0. (4.32)
Maticové elementy jsou tedy nenulové jen pro Am = +1,0 a Al = +1.

Cvicent 23. Uvazujte dva vektorové operdtory ff, B a k nim pridruzené ITO 1. ¥adu AD,
BW . Ukaste, ze plati

B,
(/T §) (4.34)

5l
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Navod: Ve vztahu (4.33) vyuzijeme definici skalarniho souc¢inu ITO (4.21]) a prevodnich
vztaht (4.3)). Postupné nalezneme

1

AW-BY = 3 (~1)2A(L,)B(L, —q) = A(L,0)B(1,0) — A(L,1)B(1, 1) - A(1, ~1)B(1,1)

q=—1

N A 1 “ “ “ ~ 1 “ N “ ~
— AyBy+ <A1 n z’Ag) (31 _ z’BQ> +5 (A1 _ ¢A2) (31 + ¢32>
_ AiB-iB

Pro dikaz (4.34]) vyjadiime nejprve pravou stranu, kde opét vyuzijeme prevodni vztahy

E3)

<A,LA1><BE)( , |) = ——AB <5i'1+i€i'2)7
\/_ J J
(4 X B) ( ,O) Aingijg’

Aiéj(gijl — igijQ)-

Sl

Levou stranu vyjadiime z definice tenzorového soucinu (4.20) a pouzijeme CG koeficienty
z tabulky v pfiloze [A] Pro slozku ¢ = 1 najdeme

[Aﬂ)@]]%(l)] (1,1) = (1,1,1,0[1,1) A(1,1)B(1,0) + (1,1, 0,1]1,1) A(1,0)B(1,1)

S

1
V2

A 1 - A .
(Al + ZAQ) Bg + 5143 <B1 + ZBQ)

A Bl — Alég + iAng — ZAQB?,)

|
N | —
l\DI&/\ l\'>|>—‘

A é‘(gijl + igij2> = % (g X E) (17 1)
Podobné pro ¢ = 0 dostaneme

[Aﬂ)@]]é(l)] (1,0) = (1,1,1,—1]1,0) A(1, 1) B(1, —1) + (1,1, =1, 1| 1,0) A(1, =1) B(1, 1)

1 el
V2 V2
1 - A A - 1 o .
= _ﬁ ( 1+ ZAQ) (Bl — lBQ) + ﬂ (Al - ZAQ) (Bl + ZBQ)
= % <f1132 - 121231> = %Aiéﬁz’js = % (/T X é) (1,0)
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A konec¢né pro slozku ¢ = —1 nalezneme

S (. S
-~ -~

1 1

V2 V2
I S

5 (Al _ z’Ag) By+ S Ay (Bl _ z'BQ>

(Agél — A By —iA3By + z’AQB3>

(A’x E) (1,-1).

i

Aiéj(gijl — i6ij2) = \/§
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Kapitola 5

Jemna struktura vodiku, anomalni
Zeemaniv jev

5.1 Hamiltonian jemné struktury

V této kapitole se zamérime na tzv. jemnou strukturu vodiku, ktera predstavuje relativis-
tickou korekci energetickych hladin elektronu v atomu vodiku s Hamiltonidnem

A

. P? Q e
Hy = 1% V(ir)=—— =
0 2me + <T)7 (T> r Y Q 477'607
a hodnotami energie
R R mQ* 1 5,
En=F, =——=—————, R= = —m, : 5.1
N=En T TN T Tt 1) on2 2t (5.1)

Zde jsme zavedli konstantu jemné struktury

Qe 1
CY—}’ic_élﬂeohcw137'

Hamiltonian jemné struktury je dan souctem tii ¢leni
Hps = Hso + Hg + Hp,
kde operator Hgo popisuje tzv. spin-orbitalni vazbu

N ah 1 23 >
S0 =75 33 - L, (5.2)

operétor Hp predstavuje relativistickou korekci ke kinetické energii elektronu

. p
Hp=—-——— (5.3)

T Q327
8mzc
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a Hp je tzv. Darwiniv ¢len, ktery mé ptivod v nerelativistické aproximaci Diracovy rovnice
pro elektron v coulombickém poli

- e?h?

Hp = Wé(f’). (5.4)
Jejich tvar zdivodnime v nésledujicim textu. Prispévky k opravé vlastnich ¢isel Ey od Hso,
H R a H p do prvniho fadu je mozné urcit zvlast a s pouzitim vztahu pro nedegenerované
vlastni hodnoty, prestoze jsou ptuvodni hodnoty Ey degenerované. V podprostoru stavi
s hlavnim kvantovym ¢islem N je totiz mozné zvolit bazi (tvorenou vlastnimi vektory
celkového momentu hybnosti), ve které jsou ztaZeni vSech tii operatort diagonalni. Jak
uvidime déle, opravy pochazejici od jednotlivych ¢lent jsou srovnatelné velké. Pro urceni
jemné struktury je tak nutné zahrnout vSechny piispévky, i kdyz jsou fyzikalné rozdilné.

5.1.1 Spin-orbitalni vazba

Spin-orbitélni vazba popisuje interakci spinu elektronu a magnetického pole protonu. Za-
¢néme s klasickym modelem, ve kterém se elektron pohybuje rychlosti ¢ okolo protonu. V
klidové soustavé elektronu se proton pohybuje rychlosti —v" a generuje magnetické pole

- 1 — e =
B =—-—=0x FE = E x p,
c? MeC?
kde E je coulombické pole protonu
FE=—"".
dmeg 13

Magnetické pole v klidové soustavé elektronu muzeme prepsat do tvaru

=, e 1—»

- Amegmec 13
Interakci mezi vlastnim magnetickym momentem elektronu a magnetickym polem protonu
by pak méla odpovidat energie
Hso = —ji-B. (5.5)

Skutecné energie je polovi¢ni. Duvodem je, Ze veli¢iny ve vztahu jsou vyjadieny v kli-
dové soustavé elektronu, ktera neni inercialni. Pfi transformaci do laboratorni soustavy (tj.
klidové soustavy protonu, ktery povazujeme za nekone¢né tézky) pak dochazi k dodateéné
rotaci vlastniho magnetického momentu elektronu (tzv. Thomasova precese).

Prejdéme ke kvantové-mechanickému popisu. Vlastnimu magnetickému momentu elek-
tronu odpovida operator

A, QIUOS eh
l’LS - h /"LO Qme'
Hamiltonidn popisujici spin-orbitalni vazbu bude po tpravach roven
~ ah 1% %
— - L.
50~ 2m2c =
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5.1.2 Relativistickd korekce kinetické energie

Relativisticka kineticka energie elektronu ma tvar

2 4

T = /p2c® + m2c* — myc® ~ P P

- 2 o e e .
2m.  8mic

Druhy ¢len Taylorova rozvoje predstavuje relativistickou korekci. Operéator Hp je tedy
roven “

. P

Hp=——.
f 8m32c?

Odvozeni Darwinova ¢lenu zde provadét nebudeme.

5.2 Jemna struktura v 1. fddu poruchového rozvoje

Vliiv H rs na vlastni hodnoty Ey hamiltonidnu H'O spoc¢itame poruchové v 1. fadu. Vhodné
vektory pro poruchovy vypocet jsou spoleéné vlastni vektory ffg, i2, J? a J (kde J =

L+ g), které splhuji rovnice

Hy|N,1,j,m) = Ex|N,1,j,m),

L?|N,l,j,m) = RI(I+1)|N,1,j5,m),

TN 1 j,m) = Wi+ 1)IN,1,§,m),

Js|N,1,5,m) = mh|N,l,j,m). (5.6)

Kvantové ¢islo j nabyva hodnot j = li% prol > 1 (resp. j = % pro | = 0) a kvantové &islo
m probiha hodnoty 7,7 — 1,...,—7. V8echny tfi operatory Hso, Hg i Hp jsou skalarni,
takze jejich zuzeni na podprostor s energii Ey jsou v bazi |N, [, j, m) reprezentovany di-
agonalnimi maticemi. Z tohoto duvodu pro poruchovy vypocet miizeme pouzit vztah pro
nedegenerovanou vlastni hodnotu, t;.

EL) = B + EY + EY) = (Hso) + (Hg) + (Hp).

Poznamenejme, ze operatory Hpa Hp jsou diagonalni i v bazi |N, [, m;, ms) tvofené spo-
le¢nymi vlastnimi vektory ﬁo, L2 Ly aSs. Operéator Hgo ale v této bazi diagonalni nenf,
protoze nekomutuje s ig ani 5'3 (pouze s jejich souctem jg)

Vsechny stfedni hodnoty v této kapitole jsou poc¢itany ve vlastnich stavech |N, 1, j,m).
Radialni ¢ast vlnové funkce tohoto stavu Ryy(r) je stejna jako pro |N, 1, m;, ms), protoze
zévisi pouze na kvantovych ¢islech NV a [. Jeji explicitni tvar je uveden ve vztahu (4.18)).
Ozna&ime-li xn;(r) = rRy;(r), pak xn; je vlastni funkce efektivniho hamiltonianu

2 2
i W d hl(l+1)_g (5.7)

T omdr? 2m1? r’
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s okrajovou podminkou yn;(0) = 0, tj. plati

~

HefXNl = EnXni- (5'8)

Stedni hodnotu libovolné funkce f(r) ve vlastnim stavu |N, [, j, m) lze vyjadrit integralem
(xn je realna funkce)

(f) = / o) (r)r. (5.9)

5.2.1 Relativisticka korekce kinetické energie

Zacneme s opravou kinetické energie. Porucha Hp je skalarni operétor, takze v podprostoru
s danym hlavnim kvantovym ¢islem N je reprezentovana diagonélnim operatorem. Mizeme
tedy pouzit poruchovou teorii pro nedegenerovanou vlastni hodnotu, tj.

1

po___ L
R 8m2c?

(P).

Pro vypocet stfedni hodnoty pt vyuzijeme vztah
P2N, 1,5, m) = 2m.(Hy — V)|N, 1, j,m) = 2m.(Ex — V)|N,1, j,m),

z kterého plyne

1 A 1
Ep = g ((Bx = 77?) = “gm BN H2ENQ () + Q2 (r7%). (5:10)

Tim jsme problém pfevedli na urceni stfednich hodnot mocnin r. K tomu vyuzijeme
Feynmanuv-Hellmanniv vztah

OB, (\) OH(\)
2\ = (n(\)] 2 In(A)), (5.11)

ktery plati pro Hamiltonian zéavisly na parametru A s vlastnimi hodnotami F, () a vlast-
nimi vektory |n(A)), které jsou normoviny k jedné. Dikaz vzorce (5.11)) je pifmocary.
Vyjdeme ze vztahu E,(\) = (n(A)|H(N\)|n(A\)) a zderivujeme ho podle A

a%AW B (%) HW'”W+<n(A)|ag§A)|n<A)>+<n(A)|ﬁ(A) (L@&W)

= 5 ( (250 oy + a0 (220 ) g 242 .

Prvni dva ¢leny na pravé strané predstavuji derivaci normy vektoru |n(\)), ktera je ale
konstantné rovna 1, takze

d{n(A)n(V)

=0
O\ ’
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¢imz je tvrzeni dokazano.
Pro vypocet (r~1) uvazujme efektivni Hamiltonian pro radialn{ ¢ast vinové funkce elek-
tronu v atomu vodiku (5.7)) v zavislosti na parametru A = (. Z Feynman-Hellmannova

vztahu (5.11)) dostaneme

oF Q OH, _
T - - (%) -

takZe pro stfedni hodnotu r—! plati

1 meQ 1 h? h
<1” > = — = a5 CLO = = .
h2N2 NQCLO meQ mectx

(5.12)

K uréeni (r~2) budeme chapat A = [ jako spojity parametr a obdobnym postupem z

(5.11)) nalezneme
OEy  OExyON 2R <aﬁef> O

o 2 -2
ol ~ ON ol N? al (r=)-

2me

Stiedni hodnota r~2 je pak po tpravach rovna

2

()= N3(20 + 1)a2 (5.13)

Poznamenejme, Ze v tomto pripadé neni postup prili§ korektni, protoze pro necelociselné [
nejsou radialni funkce (4.18)) kvadraticky integrabilni. Nicméné, vysledek (5.13)) je spravny.
Dosazenim do (.10) za stfedni hodnoty z (5.12)) a (5.13)) pro relativistickou korekeci

vlastnich ¢isel Hy dostaneme vztah

2 /9N 3
EW g, (22 5.14
R NNz \oir1 4 (5.14)

Jedna se tedy o korekci fadu o? ~ 107°.

5.2.2 Spin-orbitalni vazba

Pro piispévek spin-orbitalni vazby Hso 1) vyuZijeme toho, Ze kety |N, [, 7, m) jsou vlastni
vektory operatoru S - L = : <j2 - 32)

54 1 3
§- LIV} = 5 (3 1) = 10+ 1) = § ) 1N L),

Oprava prvniho rfadu v dusledku spin-orbitalni vazby je tedy

EY) = L JE+D) =11 +1) == <_3>
SO gm2e

e
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Prol=0jej= %, takze plati

Energie s-stavi se tedy v prvnim fadu poruchové teorie vlivem spin-orbitalni vazby neméni.
Pro [ # 0 musime urcit stfedni hodnotu 3. V tomto p¥ipadé uz nadm Feynman-Hellmantiv
vztah nepomuze, protoze H,  neobsahuje zadné ¢leny s r 3. Pro radialn{ funkce je ale mozné
odvodit tzv. Kramersuv vztah

s+1

() = 25+ Daolr ™) + 7 (@2 +1)2 = ) ab(r"?) =0, (5.15)

4

ktery udava rekuretni relaci pro stfedni hodnoty mezi tfemi po sobé jdoucimi mocninami
r. Pro s = —1 tedy plati

anfr ) = 3 (2 +1)? = 1) ad(r) =0,

Dosazenim ([5.13) za (r—2) po tpravach najdeme

() = - : (5.16)
N3a3l(l+1)(21 + 1)
Celkem je oprava vlastniho ¢isla v diisledku spin-orbitalni vazby pro [ > 0 rovna
a? 1 . 1
£ Q?j(ij+1)—1(l+1)—2 ~EnY oo I =3 .
so = TENT I(1+1)(20 +1) - o 1 (5.17)

Opét se jedna o korekei fadu o?.

5.2.3 Darwinuv ¢len

Diky d-funkei v Darwinové hamiltonianu (5.4)) je stfedni hodnota Hp ve stavu IN,1,j,m)
rovna 2p2
Hp)=EY = "y (0)2
< D> D 8€0m202|¢N’l’j’ ( )l
Ze vztahu pro radialni ¢ast vinové funkce (4.18)) je vidét, ze ¥nyjm(0) = 0 pro I > 1.

Darwintv ¢len tedy ovliviiuje pouze s-stavy. Z definice zobecnéného Laguerrova polynomu

plyne



takze hodnota vlnové funkce s-stavu v pocatku je

1

Uno1+1(0) = Vel

Po algebraickych tupravach pak nalezneme hodnotu opravy (pouze pro [ = 0)

EY = ~Enr- (5.18)

Opét to je korekce rfadu o?.

5.2.4 Jemna struktura vodiku

Nyni jiz mame vSechny prispévky k urceni jemné struktury hladin vodiku. Zacnéme s
piipadem [ > 0, kdy
)

Proj=1 —l— = s pouzitim vysledku - - ) dostaneme
2 2
(1) « 2N 3 N « N 3
s N2 (2l+1 4 (I+1D)@2+1) YNZ\l+1 4
Podobné pro j =1 — % nalezneme
2 2N 3 N o> (N 3
p0 _ poo (2N 3 N \_ o (N 3\
kS v\l 1) TN \T T
Oba vysledky se daji zapsat ve tvaru
2
(1) (0% N 3
Eri=FEnv—|———- 5.19
N (j +3 4) 19
Pro | = 0 diky (5.14) a (5.18)) dostaneme

o’ 3
Eg;:ES)+E()—ENN2 (N—Z),

coz opét souhlasi s vysledkem ([5.19) pro j = %
Pti zapocitani jemné struktury energetické hladiny elektronu v atomu vodiku zavisi
kromé hlavniho kvantového ¢isla N i na kvantovém c¢isle

o? N 3
Ex;i=En |14+ 2. 5.20
I N{ i (j+% 4)] (5.20)

Pro hladiny jemné struktury, respektive stavy |N, 1, j,m), které jsou ,spravnymi* vlastnimi
vektory H, vzhledem k poruse H rs, se pouziva spektroskopické znaceni tvaru NL;, kde
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L =S PDF,...,prol = 0,1,2,3,.... Zékladni hladina 1s se pii zapoc¢itani jemné
struktury zménif na 157/, s energii
2

By, =FE (1 + O‘Z) ~—13,6-(141,3-107%) eV.

Prvni excitovand hladina se rozdéli na dvé - stavy 2.5;,5 a 2P, 5 maji stejnou energii

B,

=

)

Sa? e
— B (1425 ) % =34 (1+1,7-107) eV,

stav 23/, mé energii
2

By = E (1 + %) ~—3,4-(1+3-107%) eV,

Pro N = 3 dostaneme tii hladiny

351/2, 3P1/2 g E?’é :Eg (1—|— ) 7 —1,5 (1+1,3 10_5) eV

Qm ’h| Qm

3P3/2, 3D3/2 g ES,% = E3 (1 -+ E) ~ —1,5 . (1 +4,4 . 10_6) eV

2
o
3D5/2 < E&% = E3 (1 —+ %) ~ —1,5 . (1 + 1,5 . 1076) eV

Pro ilustraci je na obrazku[5.1{zndzornéna jemna struktura hladin s hlavnim kvantovym
¢islem N =1,2,3.

Poznamenejme, Ze Diracovu rovnici (tj. kvantovou relativistickou rovnici pro elektron
se spinem %) lze v pripadé Coulombického potenciilu exaktné vytesit. Energetické hladiny
nalezené timto postupem maji tvar

2\ "2

21— (14 “ . (5.21)

N—j=5+(+3)?—0

ENJ‘ = —MeC

Rozvojem do fadu o* dostaneme vztah . Energii elektronu ve vodiku ovliviuji dalsi
faktory, jako je hyperjemna struktura zptisobend interakei spinu elektronu a protonu, nebo
Lambuv posun vlivem kvantovani elektromagnetického pole, které maji vétsi efekt nez
dodatecné cleny v rozvoji presné relativistické formule ([5.21]).

5.3 Anomalni Zeemaniv jev

Na zavér kapitoly se podivame na tzv. anomalni Zeemanuv jev, tj. rozstépeni hladin vlivem
slabého magnetického pole. Hamiltonian elektronu v magnetickém poli (Zeemaniv ¢len)
ma tvar



3s, 3p, 3d

2 3Ds 5
_3
L 3P3)2, 3D3)2
i1
L 3812, 3P1)2
2s, 2
N—o 5, 2p s
x 2 2P3/2
i1
— 25172, 2Py
N1 1s — i
— 151/2
ﬁo ]:IO+I:[FS

Obrazek 5.1: Spektralni linie vodiku a jejich rozstépeni po zapocitani jemné struktury.

kde ﬁ je operator celkového magnetického momentu elektronu 1} . Diky sférické symetrii
muzeme volit bez tjmy na obecnosti B = (0,0, B), takze Zeemanuv ¢len je roven

A~

Hy, = —Bji = %B(ﬁg +28). (5.22)

Ve slabém magnetickém poli je prispévek jemné struktury dominantni a H, je tfeba brat
jako dodatecnou poruchu, kterou opét zapoc¢itame v 1. fadu. Stfedni hodnota treti slozky
celkového magnetického momentu je spoéitana ve Cvicent (21)). S vyuzitim vysledku
muzeme zapsat prispévek Zeemanova ¢lenu ve tvaru

E(zl) = poBmyg,
kde g; je Landého faktor elektronu (4.29)

R
BT Gy ) 0

Celkovéa energie elektronu v atomu vodiku ve slabém magnetickém poli je pak rovna

EN'mZEN+E§3§+E(1)=EN 1+a—2 N3 + poBmyg;.
5J» Z N2 j—i_% 4 J

Ve slabém magnetickém poli se hladina jemné struktury Ey ; rozstépi na multiplet 25 + 1
hladin, tj. sudy pocet, protoze j je polocelé. Vzdéalenost hladin navic zavisi na kvantovém
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12,1,3,3)

2,1,2, 1) %MOB
2P3/9 o %MOB
2,1,2,-3) shoB
2,043 2
2512, 2Py )9 fllj%; % g//jzg
2035 [ 3mB
1,05 3)
I »
10,5, —3)
B=0 520

Obrazek 5.2: Rozstépeni jemné struktury spektralnich lini{ vodiku vlivem slabého magne-
tického pole.

¢isle j. Pro j = I+ % je rozdil hladin AE, = uOB%, ve druhém pifpadé (j =1 — 3) je
vzdalenost hladin rovna AE_ = ugB % Toto nerovnomérné rozstépeni spektralnich linii
ve slabém magnetickém poli se nazyva anomdini Zeemaniiv jev. Rozstépeni hladin jemné

struktury 1572, 2S51/2,2P1/2 a 2P3/5 je znazornéno na obrazku .

5.4 Piiklady

Cviceni 24. Dokazte Kramersiv vztah

s+1
N2

(") = (25 + Dao (™) + 5 (20 + 1) = %) a3 (") = 0. (5.23)

Navod: Pro vypocet stfedni hodnoty pouzijeme vztah {) Rovnici na vlastni funkce H, f
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(5.8) 1ze upravit do tvaru (x = xa)
l(l+1 2 1

r aor N2a(2)

Vynasobenim vztahu (5.24)) 7°y a integraci dostaneme

2

1
S s—2 s—1
/XT X//dT:l<l+1)<T >—a—O<T >+N2ag
0

(). (5.25)

Levou stranu upravime per partes, vyuzijeme toho ze x(0) = 0 a v nekone¢nu klesa expo-
nencialné, takze okrajovy ¢len vymizi

[e.o]

= i S / — " %
/erx”dr = { = i’?“_s —T—TSXTS_I 5;: ;/ } = — /X/rsx’dr — s/xrs_lxldr. (5.26)
0 0 0

X/
vl

= —/X'rs_lxdr— (s — 1)/X2rs_2dr.
0

0

Druhy integral na pravé strané upravime opét per partes

o0

f=xr g
g

s—1_1/ _
/XT X dr = { f/ — X/Tsfl + (S _ l)X,r.sz
0

Odsud plyne (zaménou s — 1 — s) vztah

o0

s
/erx’dr = —§<7"5_1> (5.27)
0
Prvni integral na pravé strané ([5.26]) rovnéz upravime per partes

x 2 / s x
s 12 f:X/ g =r 2 /. .s+1.1n
d — s —_ — d
/TX r {f/:2X/XH 9:7;:11} S—I—l/XT X ar
0

0
Za x" dosadime z rovnice (5.24)) a pouZijeme vztah (5.27))

i 2 7 (+1) 2 |
N _ /nS5+1 S
/erdr - s—i—l/XT ( r2 a0r+N2a%)Xdr
0 0
. 2 l(l + 1)(8 B 1) s—2 S s—1 s+ 1 s
= 2 (e - S ).

Dosazenim tohoto vysledku a ((5.27)) do vztahu (5.26) dostaneme

/er)(”dr =(s—1) (% — l(gljt—ll)> (rs=2) + ﬁ(rr” - N%a%(?”s%

a porovnanim s pravou stranou ([5.25)) odvodime Kramerstuv vztah.
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Kapitola 6

Diskrétni symetrie, kalibra¢ni invariance

6.1 Prostorova inverze
V klasické mechanice prostorova inverze méni znaménko vektort, napf.
S P, I .
T =-Z p=p=-p (6.1)
Naopak pseudovektory (axialni vektory) se pfi prostorové inverzi neméni, napf. moment
hybnosti zlistava stejny
1507 =1 (6.2)
Zde uvazujeme fyzikalni konvenci, kdy orientace prostoru je totozna s orientaci baze. Pri
prostorové inverzi v R® se méni orientace baze a tim i prostoru. Skalary se pi¥i inverzi
neméni, pseudoskalary (napf. skalarni soucin vektoru a pseudovektoru) méni znaménko.
Obecnéji, tenzory sudého fadu se pii inverzi neméni, tenzory lichého fadu zméni znaménko.
Pro pseudotenzory je to naopak.
V kvantové mechanice je prostorova inverze reprezentovana operatorem parity P. Ten

lze zvolit tak, ze plati

PPo1 s popl

Protoze X a P jsou vektorové operatory, transformuji se pfi inverzi os analogickym zpi-
sobem jako v klasické mechanice (6.1)

~
A = A

X' = PXPh=_X, (6.3)
P = PPpl=-P

Inverze zachovava kanonické komutacni relace, tj.
[X;,P,;} - [Xj,ﬁk} = ihd,
coz muze upravit do tvaru
[X]'., 15;] = P [Xj fﬂ Pt =P (ih6,) PT = ihoy,. (6.4)
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Odsud pak plyne, ze P je linearni unitarni operator. Antiunitarni (tj. unitarni antilinearni)

A

operator totiz pusobi jako unitarni doplnény o komplexni sdruzeni. Pokud by operator P
byl antiunitarni, muselo by se na pravé strané (6.4) ) zménit znaménko.
Operator parity je tedy unitarni a hermitovsky

p_pt_pt

Jeho vlastni ¢isla jsou m = £1, ktera se ¢asto také oznacuji jako parita. Ze vztahu (/6.3
plyne, Ze operator polohy antikomutuje s P

Odsud dostaneme

takze plati
PlE) = |- 1).
Pro zménu vinové funkce v xz-reprezentaci pii prostorové inverzi plyne

V(@) = (Pv) (@) = (#Pl) = (~alu) = ¥(=3).

Vlastni funkce operatoru parity jsou tedy sudé (s vlastnim ¢islem +1) nebo liché (s vlastnim
Cislem -1)

PUs (D) = ¥i(—F) =¥ (@),

A

Py (Z) = ¢ (=7) = =y (7).
Uvazujme hamiltonian, ktery se pfi prostorové inverzi neméni
= PHP - T
Hamiltonian je pak kompatibilni s operdtorem parity
P.i1| o

Necht E, je nedegenerované vlastni ¢islo H. Snadno se ukaze, ze prislusny vlastni vektor
|n) je soucasné vlastnim vektorem P. Zavedeme si vektory

Ind) = % (1£P) n). (6.5)

Kety jsou jak vlastni vektory parity

75|ni> =

N —

(75 ifi) In) = +|n),

1
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tak 1 hamiltonidnu s vlastnim ¢islem F,,
A 1 A\ A~
Alnk) = 5 (1 + 7>) Hn) = Ey|n).

Protoze energie E, je podle predpokladii nedegenerované, musi byt kety |n4) pouze na-
sobky ketu |n), tj.
Int) = axg|n).

Z definice ket (6.5)) vidime, Ze pro koeficienty o, musi platit

In+) + |n—) = (ay +a_)|n) :A|n> = a;t+a- =1,
In+) — [n—) = (ay —a_)n) =P|n) = ay—a_ ==+1

Posledni rovnost plyne z toho, ze vlastni ¢isla operatoru parity jsou +1. Pro horni zna-
ménko dostaneme FeSeni oy = 1, a_ = 0 a vlastni vektor je sudy, tj. P|n) = |n). V pfipadé
dolniho znaménka je feSeni ay = 0, a_ = 1 a vlastni vektor je lichy, tj. P|n) = —|n). Po-
kud méa hamiltonian kompatibilni s P nedegenerované spektrum, pak vSechny jeho vlastni
funkce jsou i vlastni funkce P, jsou tedy sudé nebo liché. Piikladem muze byt hamilto-
nian linearniho harmonického oscilatoru. Protoze potencial je sudé funkce, pfi prostorové
inverzi se H neméni. Vlastn{ funkce jsou sudé pro sudé kvantové ¢islo n a liché pro liché n.
V pripadé degenerované vlastni hodnoty prislusné vlastni vektory nemusi mit definovanou
paritu.

Operéator orbitalniho momentu hybnosti se pii prostorové inverzi nemeéni (stejné jako v

klasické mechanice ([6.2]))

takze parita a moment hybnosti komutuji
[75, E] —0.
Kulové funkce jsou soucasné i vlastni funkce 757 pricemz plati

75}/lm - (_1)l}/lm

=

Poznamenejme, ze kazdy moment hybnosti (napt. spin S, celkovy moment hybnosti J) je
kompatibilni s operatorem parity a pii prostorové inverzi se neméni.
Rekneme, Ze operator A je sudy, pokud se pfi prostorové inverzi neméni

A —PAP - A

Analogicky zavedeme lichy operator B, ten se pii prostorové inverzi vynéasobi -1
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Prikladem sudych operatort jsou tenzorové operatory sudého fadu, nebo pseudotenzory
lichého radu. Prikladem lichych operatori jsou tenzorové operéatory lichého tadu, a pseu-
dotenzory sudého rfadu. Sudé operatory komutuji s operatorem parity

P.A| =0,

liché operatory s paritou antikomutuji

{ﬁwi}:o.
Pro maticové elementy sudych a lichych operatori mezi stavy s dobfe definovanou paritou
1ze snadno odvodit vybérova pravidla. Necht kety |i), |j) maji paritu 7; a 7;, tj. plati

Pli) = mili),  Plj) = m;l5).
Pro maticové elementy sudého operatoru A pak plati
(ilAl7) = GIAP?j) = (IPAP|j) = mm; (i|Alj), (6.6)

mohou tedy byt nenulové jen pokud stavy |i) a |j) maji stejnou paritu m; = ;. V piipadé
lichého operéatoru B analogicky nalezneme

(i|Blj) = (i|BP?|j) = —(i[PBP|j) = —mim;(i| Blj), (6.7)
takze nenulové maticové elementy mohou byt pouze mezi stavy s opa¢nou paritou.

Tato vybérova pravidla lze vyuzit napt. pii vypoctu dipélovych prechodti mezi stavy s
danou paritou |¢) a |¢). Amplitudy pFechodu jsou imérné maticovym elementiim <¢>|)? [1).
Protoze operator polohy je lichy, jsou amplitudy nenulové pouze pokud [1)) a |¢) maji opac-
nou paritu. Specialné, dipoélové prechody v atomu vodiku mezi stavy |N,I,m) a |N,I',m’)

jsou mozné jen pokud [ a I’ maji jinou paritu, tj. Al =" — [ musi byt liché ¢islo. To jsme
ostatné ukazali v prikladu [22| (kde nam navic vyslo A = £1 z vybérovych pravidel pro CG

Vg viv s

(prislusny CG koeficient je nulovy, ale ne kvili vybérovym pravidlam).

6.2 Casova inverze
V klasické mechanice ¢asové inverzi odpovida zména
i L =7 §Lp=—p (6.8)

Tim jsou urceny transformaé¢ni vlastnosti vSech pozorovatelnych, napt. moment hyb-

nosti méni znaménko
L7 =1 (6.9)



kineticka energie se neméni atd.
V kvantové mechanice je ¢asova inverze reprezentovana operatorem 7. Casové inverto-
vany stav ke stavu [¢)) oznacime

W) = TT).
Analogii vztahu a v kvantové mechanice jsou transformace operatoru
X = TXTt=X, (6.10)
P — TPTt=_P (6.11)
L' = TLT'=—L. (6.12)

7 posledniho vztahu plyne, ze operator 7 musi byt unitérn{ antilinearni. Vyjdeme z komu-
tac¢nich relaci pro slozky momentu hybnosti

[£,L)] = iheinLa,
a na obé strany aplikujeme T zleva a Tt zprava. Leva strana se nezméni
T Lo L) T = T (LT Ly = LTITL) TH = (= L)(—Ly) = (~Li)(~ L) = | i, L]
takze musi platit
iheijkzk = ’fzh&mkﬁ;ﬂu{ = %zhawkﬁ’f-zkﬁ = _%ihgijk’ffj;k,

coz lze splnit pouze s antilinedrnim operatorem 7. Diky tomu, Ze 7 je antiunitarni, pro
maticové elementy pozorovatelnych pii ¢asové inverzi plati

(W|Alg) = (¢/|A']0).

Uvazujme nyni ¢astici bez spinu. Ze vztahu (6.10) a (6.11]) plyne, Ze operator ¢asové
inverze pusobi na zobecnéné vlastni vektory polohy a hybnosti zptisobem

TIE) = 1&), T1p) =1 - p)- (6.13)
Pro bezspinovou ¢astici pak plati
ol — T=Ti=T
Ze vztahu (6.13]) pak pro vinovou funkci bezspinové ¢éastice v x-reprezentaci nalezneme
V(&) = (@FTW) = @ITZ) = @I|TIT) = @[F) = ().
V p-reprezentaci analogickym postupem najdeme
' 0) = @T1) = @IT5) = WITP) = (¥ = 5) = (-p)
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popisu stavu. Operator 7 pusobi na kety |Z, s, m) (m urcuje projekei spinu do osy z) podle
vztahu

T|Z, s, m) = ZTg,mﬁ,s,m'% (6.14)

kde ng?m jsou prvky néjaké unitarni matice. Jeji podobu je mozné odvodit z transfor-
mace operatoru spinu pii ¢asové inverzi. Vztah plati nejenom pro orbitélni moment
hybnosti, ale pro jakykoli moment hybnosti. Odsud pak plyne, Ze operator ¢asové inverze
antikomutuje s momentem hybnosti

To znamena, ze plati identita
T J|%,s,m) = —J,T|%, s, m),

kterou miizeme piepsat pomoci matic T a J],(:) 1} do podoby (komplexni sdruZeni je
zptsobeno antilinearitou 7)
s)T(s) s s
TOT = —39T).

Z explicitniho tvaru matic operatori momentu hybnosti velikosti s pak 1ze odvodit tvar
matice T()
T(S)

m’,m

= Oyt €. (6.15)
Naprtiklad pro ¢astice se spinem 1/2, resp. 1, plati

) 0
TW? — 5, = (0 _Z) . TO =1 0
1 0 1

Pokud popiSeme stav Castice se spinem s pomoci 2s + 1 komponentni vinové funkce, pak
v z-reprezentaci pro ¢asovou inverzi plati

U'(£) = TOT(Z).

V p-reprezentaci dostaneme

() = T ().
Ukazeme, ze pro operator ¢asové inverze plati
T2 = (—1)*1.
Abstraktni ket rozepiSseme pomoci 25+ 1 komponentni vinové funkce v z-reprezentaci takto
o) = /d%z U, (7)|7, 5, m).

R3 m
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Operator Casové inverze na néj pusobi nésledujicim zpusobem

T1w) = /d3 S T (@) |7, 5,0,

m,m/

Na stav ﬂ‘l’} zapusobime jesté jednou operatorem 7 a nalezneme

T30 = T/d?’mZ\P |_'s,m'>

- /d3 Z ']I‘SL?,M,W, s,m").

mmm

S pouzitim maticovych elementi ) dostaneme

S T, T Z St St €T = €HT = (1) — (1),

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili faktu, Zze 2m a 2s maji stejnou paritu. Odsud uz
skutecné plyne
T?P) = (=1)*[P),
tedy kvadrat operdtoru casové inverze je roven identité pouze pro castice s celo¢iselnym
spinem, pro ¢astice s polociselnym spinem je vysledek minus identita. Diusledkem tohoto
faktu je tzv. Kramersova degenerace — pokud je hamiltonian N c¢astic, mezi kterymi je
lichy pocet fermiont, invariantni vic¢i ¢asové inverzi, tj. plati
7] =
pak jsou vSechny energetické hladiny degenerované. Tvrzeni se dokaze sporem. Necht E je

nedegenerovana hladina a |¢) prislusny vlastni vektor H. Vzhledem k T-invarianci je i |
vlastni vektor se stejnou energif

H') = HT W) = TH) = E[J).
Protoze podle predpokladu je hladina E nedegenerovana, musi platit
Tlb) = [W) = aly).
Aplikaci operatoru ¢asové inverze na tuto rovnici dostaneme
T?l) = Taly) =aT ) = af*[). (6.16)
Operator casové inverze systému vice ¢astice je roven tenzorovému sou¢inu
T=Ty®...© T,
kde 7719) je operator Casové inverze k-té castice. Pro kvadrat pak dostaneme
T =T5H®..®T% = (171,
kde f je pocet fermiond v systému. Pro liché f je 72 = —I a rovnice (6.16) nelze splnit.

Hladina E pak musi nutné byt degenerovana.
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6.3 Kalibrac¢ni invariance

Na zavér této kapitoly se podivame na kalibra¢ni invarianci, ktera hraje v kvantové teorii
diilezitou roli, zejména v kvantové teorii pole Omezime se na bezspmovou castici v elektro-
magnetickém poli s elektrickou intenzitou E a magnetickou indukci B. Ty mtzeme popsat
pomoci potenciali Aa @ vztahy

E=—-2-—-Vy, B=VxA.

EaB , a tedy i Maxwellovy rovnice jsou invariantni vici kalibra¢ni transformaci
A — A=A+VA,
OA
. — 6.17
i =p o (6.17)
kde A je dostatecné hladka funkce 7 a t.
Uvazujme Schrodingerovu rovnici pro nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli

o
Hip = ih— 6.18
v=in. (6.15)
Hamiltonian kvantové ¢astice s ndbojem ¢ v poli popsaném potencialy ff, © ma tvar
1 S 4 hq
H=—p2_2L]. P+i—~V.-A —A2 . 1
oM M Z?Mv Tont T (6.19)

Ozna¢me H’ hamiltonién, ktery vznikne zaménou A — A’ » — ¢'. S vyuzitim kalibra¢nich
transformaci (6.17) ho vyjadfime pomoci ptuvodnich potencialii a nalezneme
N © o q (= hq > ¢ /= OA
e A)P —AA A(A) S (VA) - (VA) ¢
i \Y% +1 + VA) + Wi \Y \Y I
(6.20)

Protoze hamiltonian nenf invariantni vici kalibracni transformaci, neni viic¢i ni invariantni
ani Schrodingerova rovnice. Ukazeme si, ze kdyz udélame jistou lokalni kalibra¢ni trans-
formaci stavu ¢ — ¢/, pak v nové kalibraci bude opét platit Schrodingerova rovnice ve
tvaru

N 8¢’
H'")' = ih——. 6.21
o = ih% (6.21)
Spravna lokalni kalibra¢ni transformace stavu je dana unitdrnim operatorem U
V(& 1) = Up(T, 1) = er?™F0y( 1), (6.22)

Ovéfime, Ze pro takové ¢’ bude platit Schrodingerova rovnice ((6.21)) s hamiltonianem (6.20)).
Vyjdme ze Schrodingerovy rovnice 1) kam za ¢ dosadime U 1)’

o, 0
T T / T
HU = (u ot aﬂ) u(hat+ rn )
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Druhy ¢len na pravé strané prevedeme nalevo a rovnici vynasobime zleva operatorem U

/
u <H - qé(;A) Uty = maa—‘i

Upravime operator na levé strané

af A OAN - N oA
b
U (H ; ) U =H+ [L{ H] U —q—— = (6.23)

Zbyva urcit komutator. U je operéator nasobeni funkci 7 a t, takze nekomutuje s operatorem
hybnosti. Komutator s hamiltonianen (6.19)) se zredukuje na soucet dvou ¢lent

un) = [u PQ} " [L?,E-fﬂ , (6.24)
které ur¢ime s vyuzitim zobecnéni vztahu pro éastici v R3
1050, P = in D),
Pro druhy komutator v najdeme
6.4 = 4, 0.8 = ina, 3“ oA = oA (V)i (62)
Prvni ¢len upravime analogicky
g I Y R e e e R L
o [ 2 ]
_ { 2% (VA) P+ iligAA + g (m) (m)} , (6.26)

Dosazenim ((6.25)) a (6.26) do (6.24)) dostaneme

NP . hq . . .
[u,H} Ut = —% (wx) P +2—AA 44 A (VA) + L (VA) - (VA) .
Porovnanim (6.23)) s (6.20]) pak nalezneme
~ A A oA\ - .
U(H-q¢— U =H,
( ! at)
takze Schrodingerova rovnice (6.21)) skutecné plati. Mame tedy zaruceno, ze vSechny fyzi-
kalni predpovédi i dynamika systému je stejn& v popisu pomoci {ff, ©, w} i {/T’ Lo },
tj. nezavisi na volbé kalibrace.
Ze znalosti hamiltonianu ¢astice v elektromagnetickém poli a kalibra¢nich transformaci
(6.17) lze odvodit lokalni kalibra¢ni transformaci stavu (6.22)), ktera zarucuje kalibrac¢ni
invarianci nerelativistické kvantové mechaniky. V kalibra¢nich teoriich pole se postupuje

opacné - z pozadavku lokalni kalibra¢ni invariance plyne specificky tvar hamiltonianu nebo
lagrangianu, tj. specificky tvar interakce poli.
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Kapitola 7

Souradnicova, hybnostni a stéricka
reprezentace

7.1 Souradnicova reprezentace

Pod pojmem soutradnicové (resp. x) reprezentace se mysli vyjadieni stavi a pozorovatel-
nych v bazi zobecnénych vlastnich vektort operatoru polohy |Z). Ty spliiuji vztahy
(#X5l0) = ay(dlo) (vesp. Xjld) = ajla)).,
({@|z) = o7 - 2),

/ o D)@ = I, (7.1)

R3

které jsou analogiemi rovnice na vlastni vektory, relaci ortogonality a relaci aplnosti pro
pozorovatelné s ¢isté bodovym spektrem. S pouzitim (7.1)) stav |¢)) do z reprezentace
rozepiSeme zptisobem

) = / P (F)F = / &z (D)),
R3 () R3

tj. identifikujeme vlnovou funkci 1(Z) s ,,Fourierovym koeficientem* (Z|1). To je v souladu
s Bornovou interpretaci vlnové funkce, protoze (Z[¢)) mé vyznam amplitudy pravdépodob-
nosti nalezeni ¢astice ve stavu [¢) v bodé Z.

Pozorovatelné (pfipadné i jiné operatory) rozepiSeme v x reprezentaci analogickym
postupem

A= / e / B2 |7 () A1) (F] = / P / Py AT, 7). (7.2)
——
5 RS A@@ 7) 3 R3
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Vyhodou x reprezentace je, ze pozorovatelné bézné pouzivané v nerelativistické kvantové
mechanice jsou lokalni. Takové operatory jsou v x reprezentaci diagonalni, tj. jejich mati-
cové elementy jsou amérné 6(¥ — ). Pro operator polohy zjevné plati

(| X;|7) = @;0(F — D).
Podobny vysledek dostaneme i pro kazdou funkei polohy, tj. i pro (lokélni) potencial V=
V(X) A

(Z|V|Z) = V(D)§(F — 7).
Diky d-funkei pro brakety V plati

wivle) = wl | [e @@ || [eaima )
= [ [ @ wiayEia @)
R3 R3
= / dx / 2" Y@V (D)d(7 — 1)o(Z) = / >z Y(Z)V () p(Z).
R3 R3

U operatoru hybnosti vime, jak ptisobi na vlnové funkce

L L OV
To odpovida maticovym elementtim
(7| P;|7) = / Py 0(7 — 1) _in 5(if — &) = 6(Z — 7) _in )
I al‘j 8xj

RB

Slozky operatoru hybnosti jsou v x reprezentaci diagonélni, a stejné to plati i pro kinetickou
energii

. p2 . L B2
(@ |m|z) =4(7 — 7) (—WA) :

~
—

Hamiltonian H = 215—]\24 + V(X)) je také diagonalni

(Z'|H|Z) = 6(F — @) (—%A + V(f)) .

Rovnice na vlastni ¢isla hamiltonidnu
Hy) = E[),

prejde v x reprezentaci na parcialni diferenciélni rovnici
2

B - . —
— o V() + V(@) () = Bu(3).
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7.2 Hybnostni reprezentace

V hybnostni (resp. p, nebo impulsova) reprezentaci pracujeme v bazi zobecnénych vlastnich
vektora hybnosti [p), opét normovanych k d-funkci, tj. kety spliwji

@P1e) = pilAle) (resp. Blp) = pilp)).
@lp = o — ),
[Evine = i (73)

R3
Vlnové funkce zobecnénych vlastnich vektorti hybnosti v x reprezentaci jsou rovinné viny

Up(T) = (Z]p) =

Stav [¢) rozepiSeme pomoci (7.3)) ve tvaru

) = /w @) 1) = /&W@@

R3 w(m

e 7.4
) (7.4)

kde QZJ(@ je vlnova funkce v p reprezentaci. Ma vyznam amplitudy pravdépodobnosti nameé-
feni hybnosti rovné p. Pfechod mezi vinovou funkci v x a p reprezentaci je dan Fourierovu
transformaci

V(B = (Plv) = /d3w (B () = — /dgﬂf eTIPI(F) = (Fi) (5).

3
2, (2mh)2 A

V opa¢ném sméru se jedna o inverzni Fourierovu transformaci

0(@) = (@lo) = [ @ @R = [ d i) = (F10) (@)

3
A (2mh)?2 A

Operatory muZeme v p reprezentaci rozepsat podobnym zptisobem jako (7.2))

/d3 /d3p’ 17) p\A@m /cf” /d3p’Ap P[P (Pl
R3 A(pﬁ) R?

Vztah mezi maticovymi elementy operatoru v x a p reprezentaci je
Agp) = WA= | @ @) 4| e m@ )|
R3

R3
= [#e [0 g An e
R3 R3



Operator hybnosti mé v p reprezentaci jednoduchy tvar, protoze jeho maticové elementy
jsou diagonalni

A 1 _iF. ey — . 0 gz
<ﬁ’P]|]5> = (27Th)3 /d3$ /d3x’ e P 5("15/ — I’) (—Zha—x]) ehp
R

coz muzeme zapsat alternativné pusobenim na vlnovou funkei v p reprezentaci

P(5) = pib(p).

Toho jsme vyuzili napt. pii feSeni Schrodingerovy rovnice pro volnou ¢astici, ktera v p
reprezentaci pfejde v obyc¢ejnou diferencialni rovnici 1. fadu

() = L) = in 2.

Z operatoru polohy se v p reprezentaci stane derivace podle slozek p, protoze pro maticové
elementy nalezneme

01X =

Operator potencidlni energie v p reprezentaci diagonalni obecné neni, jeho maticové ele-
menty jsou
By e P ¥ 5(7 — B)V(Z)er??

Vi = d*x

_ 3 -

R3
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7.3 Sféricka souradnicovai reprezentace

Casto je vyhodné pracovat ve sférickych souradnicich misto v kartézskych (zejména kdyz
fesime bez¢asovou Schrodingerovu rovnici pro ¢astici ve sféricky symetrickém potencialu).
Vyjadirime polohovy vektor ve sférickych soufadnicich

x1 = rsinfcosp,
To = rsinfsinp,
r3 = rcosb,

a preznacime zobecnéné vlastni vektory polohy |¥) = |rfy) (r, 8 a ¢ budou vzdy znadit
sférické souradnice vektoru &). Pro tyto kety pak plati relace

(O rBg) = (' — r)6(cost — cos0)3( — ),

-
00 T 2

I = /r2d7“ /sin&d@ /d<P|T,9790><T79790|'
0 0 0

Rozkladem stavu [¢) do |[rfy) je vinova funkce ve sférickych souradnicich
»(r, 0, 0) = (roply).
Hilbertiiv prostor H = L? (R3, d®z) lze rozloZit na tenzorovy soucin
H~H, @Ha,
kde H, je prostor kvadraticky integrabilnich funkci na polopiimce
H, = L* ((0, 00), 7’2d7‘) ,
a Hq je prostor kvadraticky integrabilnich funkei na jednotkové kouli
Hao = L* ({0, 7) x (0,27),sin 0dOdy) .
V prostoru Hg zname ortonormalni bazi tvorenou spole¢nymi vlastnimi vektory L?a Ly

L|lm) = RA(1+1)|im),
Ls|llm) = mhllm),

kterym ve sférickych souradnicich odpovidaji kulové funkce
Yim (0, 0) = (Op|lm).
Z rozkladu jednotky v Hq

> " fim)(im| = I,
Im
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plyne identita
Z Ylm P m(97 QO) = 5(COS 0" — cos ‘9)6(30, - 90)

Rozsitenim o |r) dostaneme bazi H tvofenou zobecnénymi spoleénymi vlastnimi vektory
#, L?, Ls, pro které plati

an / 1
(r'l'm’|rlm) = r—25(r — )01 Omm s (7.5)
I = /r2dr Z |rim) (rim)|. (7.6)
0 I,m

Pro skalarni souc¢in ket |rim) a |#’) dostaneme

1 / T
=00 = 7)Y (6, ¢).

r2

(@|rlm) = ("0 Y |rim) =

Odtud plynou pfevodni vztahy mezi |¥) = |rfp) a |rlm)

o) ™ 2m
[rlm) = /dgas’ (@ |rim)|7) = /T'er /Siﬂ@'d@' /dgp’(r'@'g@’\rlm>|r'9'g@’)
R3 0 0 0
iy 2m
= /sin@’d@’ /d(p’ (0,0 |[r0' ).
0 0
Inverzni vztah ma diky tvar
|7) = /T'er' Z( "Im|rfo)|r'lm) = ZYlm ©)|rim).
0 lm

7.3.1 Castice ve sféricky symetrickém potencialu

Uvazujme nyni bezc¢asovou Schrédingerovu rovnici se sféricky symetrickym potencialem
V(r). Hamiltonian je tedy skalar, ma spolecné vlastni vektory s L? a Ls. Ozna¢me j je jako
kety |Elm), ve sférickych soufadnicich jim odpovidaji funkce

Veim(1,0, 0) = Ren(r)Yim(0p) = (rfp| Elm).

Rovnici na vlastni ¢isla vynasobime zleva (r'l'm/|

(r'l'm!|H|Elm) = E('U'm|Elm) = ERpgi(r")01mm (7.7)
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a levou stranu upravime s pouzitim (7.6|) do tvaru

G| HEIm) = (7| / r2dr LMY (rLM| | |Eim)
9 LM
2 FTNIRS
= /r dr Z (r'l'm/|H|rLM) (r LM|Elm,)
0 LA Hl’(rlvr)‘gl’Lém/]\/[ REZ(T)lSVthSMm

o

= /T’sz Hi(r',7)Re1(r) 01 O -
0

Dosazenim do rovnice (7.7)) dostaneme

e}

/r2dr H(r',7)Rgi(r) = ERg(1"). (7.8)

Uréime maticové elementy hamiltonidnu, ktery mé ve sférickych soutadnicich tvar

N 1 - N h? 0? 2 0 1 .
H=—PyV=—— (2L 429 2 .
+V (87“2 + 7“87“) + 2Mr2 +V(r)

S pouzitim ([7.5)) nalezneme

2 2 2
(r'lm|Hrlm) = H,(r' 1) = %5(7’ —r) [_h_ ( 9 + 22) + R+ 1)
r

oM \orz ' ror 2Mr? +V(r)

Dosazenim do ([7.8) pak dostaneme diferencialni rovnici pro radialni funkci Rg;(r)

l B2 (d2 2i)+h2l(l+1)

_m W ;dr SN2 + V(T)} REZ<T’) = EREI(’I‘), (79)

kterou jsme minuly semestr fesili napt. pro izotropni oscilator nebo ¢astici v coulombickém
poli. Pfipomenme, Ze radialni funkce Rg;(r) musi byt omezena (pro vazané i rozptylové
stavy). V okoli nuly se musi chovat jako

Rp(r) ~7r, r<1.

Asymptotické chovani pro r — oo zéavisi na tvaru potenciélu.

7.3.2 Zobecnéné vlastni funkce volné castice s momentem hyb-
nosti

Podivejme se na bezcasovou Schrodingerovu rovnici pro volnou ¢astici. Vime, ze spektrum
hamiltonianu je ¢isté spojité a odpovida intervalu (0, 00). V kartézskych souradnicich se za
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zobecnéné vlastni funkce hamiltonidnu voli spoleéné vlastni funkce s hybnosti, tj. rovinné
viny (7.4]), pro které plati
2

. : p
Pyby =piby,  Hip = m%-

Muzeme ale také hledat spolecné zobecnéné vlastni funkce s momentem hybnosti. K tomu
vyuzijeme rovnici pro radialni funkci 1} Zavedeme vlnovy vektor k = %ﬁ a preznacime
Rpi(r) na Ry (r), pak z (7.9) dostaneme

Kd—ergi) l(l+1)+k2]R ((r) = 0.

dr?  rdr 72

Rovnici vydélime £? a udélame substituci kr = z, Ry (r) = Ry(z), vysledna rovnice bude
mit tvar (Carka znaci derivaci podle z)

I(1+1)
22

RI(2) + gng(@ + (1 - ) Ri(2) = 0. (7.10)

Toto je tzv. sférickd Besselova rovnice. Jeji obecné feseni mé tvar linedrni kombinace sférické
Besselovy funkce j;(z) a sférické Neumannovy funkce n;(z2)

Ri(z) = aji(z) + by (2),

které jsou definovany vztahy

i) = (o (L) e

zdz 2
1d\'cosz
m(z) = —(=2) (;@) P

Rozvojem S22 g 2% do mocninné rady lze ukdzat chovani funkef v okoli nuly
!
: 2 (21 —1)N
jl(Z) ~ m, n1(2> ~ —T, z L 1.

Pro velka z pak plati asymptotické chovani

1 l 1 [
Ji(z) ~ Zsin (z— g) ;o my(z) ~ — cos (z— g) , 2> 1

Pro ilustraci jsou na obrazku zobrazeny sférické Besselovy funkce (vlevo) a sférické
Neumannovy funkce (vpravo) prol =1,2,3.

Sférické Neumannovy funkce diverguji v nule. Protoze radialni funkce Ry;(7) je omezené,
musi byt tmérna sférické Besselové funkci j;(kr). Pro sférické Besselovy funkce plati relace
ortogonality

2 o /
/jl (kr)g(K'r)redr = 2k25(/€ K.
0
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051

-0.51

z

0
Obrazek 7.1: sférické Besselovy funkce (vlevo) a sférické Neumannovy funkce (vpravo) pro
[ =1 (plnd modré ¢ara), [ = 2 (Carkované cervena Cara) a [ = 3 (¢erchovand Cerné cara).

Zobecnéné vlastni stavy hamiltonianu volné céstice, které maji soucasné ostré hodnoty

momentu hybnosti, a jsou normalizované k d-funkci, pak maji tvar

Yrim (7,0, @) = \/gkjl(kr)Y}m(G, ©).

Plati pro né vztahy
- h2k?
H m = aar m»
Yu Wi (o
LY = U+ D)wim,  Lstiim = mhitg,,
(wk’l’m/a wklm) = 5(k/ - k)éll’émm/ .
Pro zobecnéné vlastni funkce vy, lze navic ukazat, ze tvori béazi Hilbertova prostoru.
Miuzeme do této béaze rozlozit i rovinnou vinu ([7.4). Lze ukazat, ze plati vztah
1 1 X , kT
= 20+ 1) g (kr)B | —— |, 7.11
S nieon(BF).

V() = e
#(7) (27h) (27h)2
kde Pi(t) = PP(t) jsou Legendreovy polynomy. Ze vztahu pro pridruzené Legendreovy

polynomy pro m = 0 nalezneme
1 d
(- 1)

z()ZQI—Z!@

Legendreuv polynom lze rozlozit do kulovych funkei
!
(7.12)




kde 7i; jsou jednotkové vektory s prostorovymi thly 6;, p; a Y, (7;) = Yin(0:, ¢;). Vzorec
(7.11) pak muzeme pfepsat do tvaru

U@ = %ZZiljl(kr)Ylm (R/R) Yo (@) (7.13)
1 S i
= 2 2 o (R/) vhantr ),

kterému se Tika rozklad do parcidlnich vin. Ten vyuZijeme v teorii rozptylu. Ve specialnim
pripadé, kdy k = (0,0, k) a tedy k - & = kr cos 6, plati

20+1

Vi (k/k:) Yin(0,0) = | =——0no.

Rozklad rovinné viny pak mé tvar

o0

(%) = Zzl (2041)ji(kr) P, (cos ) =
1=

Z "2l A+ 1ji(kr)Yig (0, ¢) . (7.14)

—~
[\
ﬂ
to\o,
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Kapitola 8

Matice hustoty

8.1 Zavedeni matice hustoty

Matice hustoty pfedstavuje obecnéjsi popis stavu kvantové ¢astice. Definuje se jako opera-
tor p, ktery je hermitovsky, pozitivni a ma jednotkovou stopu, tj.

p=pl, p=0, Trp=1, (8.1)

Stopa operatoru A je rovna souctu diagonalnich maticovych elementt v libovolné bézi, tj.
je rovna sumé jeho vlastnich ¢isel a;

Tr A=Y (i|lAli) =) a: (8.2)
Stopa je linearni
Tr (A—i—aB) =Tr A+ oTr E,
a neméni se pii cyklické zdméné operatorii
Tr <Al§> =Tr (BA) )

pricemz tato rovnost plati i pokud operatory zobrazuji mezi jinymi vektorovymi prostory.
Odtud plyne rovnost

Tr [) (] = (o[4)).

Matice hustoty méa tedy nezaporna vlastni ¢isla p; > 0, jejichz soucet je jedna
Trp=) p=1 (8.3)

Muzeme je interpretovat jako pravdépodobnostni rozdéleni. Oznac¢me piislusné vlastni vek-
tory p jako [¢;). Vlastni ¢islo p; ma vyznam pravdépodobnosti nalezeni ¢astice ve stavu
|1;). Lze ukézat, Ze matici hustoty lze vzdy diagonalizovat, ma maximélné spo¢etné mnoho
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vlastnich ¢isel a jediné vlastni ¢islo, které mize mit nekone¢nou nasobnost, je 0. Vlastni
vektory |1);) tvoii ortonormalni béazi. Kazdou matici hustoty lze zapsat ve tvaru

p= Zp@-\w»wi\. (8.4)

Poznamenejme, 7Ze tento rozklad neni jednoznacény, pokud nepozadujeme ortogonalitu stavii
4.

Ketu [¢), ktery jsme dosud pouzivali k popisu stavu kvantové ¢astice, odpovida matice
hustoty p = [) (1], tj. ortogonalni projektor na jednorozmérny podprostor v H urceny
vektorem |1)). Takové stavy se oznacuji jako ¢isté. Ostatni matice hustoty popisuji smiSené
stavy. Snadno se ovéii nasledujici tvrzent:

Tr p* < Tr p, (8.5)
kde rovnost nastava prave tehdy kdyz p je Cisty stav.

,

8.1.1 Predpovédi vysledkii méreni

Uvazujme ¢astici ve stavu popsaném matici hustoty p (8.4). Pravdépodobnost, Ze ji nalez-
neme v ¢istém stavu |p), je pak rovna

Wistey = 3 _ piWiwysip = > pilleli) [ = (¢lple). (8.6)

Pravdépodobnost naméteni vlastni hodnoty a pozorovatelné A je dana vztahem
Wia =D Wiy = Tr (Pup). (8.7)

kde P, je ortogonalni projektor na podprostor s vlastni hodnotou a, tj.
Py =Y la,k)(a,k|. (8.8)
k

Zde kety |a, k) tvori ortonorméalni bazi v daném podprostoru. Pokud a je nedegenerovana
vlastni hodnota, pak P, = |a)(a| a vatah (8.7) se zredukuje na

M%a:TY(éﬁ>:%ﬂﬁm%EWg%@. (8.9)

Pro stfedni hodnotu A ve stavu p plati

(A)ﬁ: Z aWpy o = Z aTr (ﬁ’wﬁ) =Tr (A,é), (8.10)

a€o(A) aco(A)
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kde jsme vyuzili spektralni rozklad operatoru A

A=Y af

aco(A)
Po méreni s vysledkem a se stav zméni na
. P.pP,  PupP, PupP,

pA:a: - = — = WA (8.11)
Tr (PapPa> Tr <Pap> 5.0

8.1.2 Meéreni bez rozliseni vysledki

Pokud pozorovatelnou A zmérime, ale nezname vysledek méteni, pak je stav Castice popsan

matici hustoty
=Y W= Y Pk .12)
aca(A) aco(A)

Takovymto mérenim se obecné z ¢istého stavu stane smiSeny, jak si ukdzeme na néasledujicim
prikladu. Uvazujme pro jednoduchost pozorovatelnou A s ¢isté bodovym spektrem

Alj) = a;5)-
Ptfed métfenim bude ¢astice v néjakém cistém stavu

V) = Z%‘U)a a; = (j).

Predpokladame, Ze alespoii dvé «; jsou riizné od nuly, tj. |¢) nenf vlastni vektor A. Matice
hustoty, ktera tomuto ¢istému stavu odpovida, je rovna

vl = asli)kl. (8.13)

Operator p ma tedy v bézi vlastnich vektoru A maticové elementy
(J1olk) = ajay, (8.14)

takze matice p je v této bazi nediagonalni. Udélame nyni méient A bez rozlisovani vysledkii.
Stav po takovémto méfeni je podle vztahu (8.12) roven

pA—ZIJ (Glali) Gl = ZI%I )5 (8.15)

Tento stav ma nenulové jen diagonalni maticové elementy, protoze
(71p4lk) = log]*dp. (8.16)
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Protoze predpokladame ze |¢) nebyl vlastni vektor fl, plati pro vSechny ¢ nerovnost 0 <
|| < 1 a tedy

Tr p = Z loj[* < 1.
J

Méfenim bez rozliseni vysledku se tedy z ¢istého stavu |1)) stal smiSeny stav p ;. Pozname-
nejme, ze pravdépodobnosti naméfeni hodnoty a; jsou stejné ve stavu [¢) 1 p4

Wigas = |(El0)* = laal” = (il p4]0) = W 4 a0 (8.17)
Vice informaci uz ale ve smiSeném stavu p; neni, je zavisly pouze na |a;|?. SmiSeny stav
p 4 je tzv. nekoherentni superpozice bazickych keti |7), tj. jejich klasicka statistickd smés,
kdy nevime nic jiného, nez ze s pravdépodobnosti |a;]? najdeme ¢astici ve stavu ). Cisty
stav |¢) obsahuje v ur¢itém smyslu vice informaci nez smiSeny stav p;, protoze |¢) je
uréen komplexnimi &sly ;. Cisty stav 1)) je tzv. koherentni superpozice bazickych ketit
|7) (resp. kvantova superpozice), kde zname i relativni faze mezi bazickymi kety |7).

8.1.3 Entropie kvantového stavu

Mnozstvi informaci ve stavu muzeme kvantifikovat pomoci von Neumannovy entropie
S(p)=—Tr (plnp). (8.18)
Z rozkladu ({8.4) dostaneme

S(p) = — Zpi Inp; = S{pi}), (8.19)

tj. von Neumannova entropie stavu p je shodna s Shannonovou entropii pravdépodobnost-
niho rozdéleni {p;}. Cim v&tsi je entropie tim mensi je mnozstvi informaci obsazené ve
stavu p. Pro ¢isté stavy je jen jedno z p; = 1, ostatni jsou rovné nule, a tedy

S(l¥) () = 0. (8.20)

Ciste stavy obsahuji maximalni mozné mnozstvi informaci. Poznamenejme, ze kazdy ¢isty
stav lze chapat jako vlastni vektor néjaké uplné mnoziny pozorovatelnych. SmiSené stavy
maji kladnou entropii. Pokud ma Hilberttv prostor koneénou dimenzi N, pak existuje stav
s maximalni entropif - tzv. maximéalné smiseny stav

1 -
0= —1 8.21
= (8.21)
Pro tento stav je p; = %, takZe jeho entropie je rovna
S(p) =In N, (8.22)

coZ je maximalni mozna hodnota pro pravdépodobnostni rozdéleni N prvki. V tomto
stavu maji vSechny vysledky méfeni stejnou pravdépodobnost (rovnou %) pro vsechny
pozorovatelné s prostym spektrem. V tomto smyslu maximéalné smiSeny stav nenese zadnou

informaci o vysledcich méteni.
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8.1.4 Dekoherence

Nenulové mimodiagonalni prvky matice hustoty se ¢asto oznacuji jako kvantové koherence.
Proces zmensovani téchto nediagonalnich prvki se nazyva dekoherence. Disledkem deko-
herence je ztrata kvantovych efektt jako napf. vymizeni interference. Uvazujme dvoustér-
binovy experiment. Stav ¢astice po prichodu stérbinou j oznacime jako |¢;) (predpokla-
dame, ze (1;|1;) = d;;). Kdyz neni mozné rozlisit, kterou Stérbinou ¢astice prosla, je jeji
stav popsan koherentni superpozici

9) = = (1) + 1)),

coz je ekvivalentni matici hustoty

p= 1)1 = 5 (In) Gl + ) ol + o) + o] )

Pravdépodobnostni rozdéleni dopadi ¢astice na stinitko je rovno (jde samoziejmé snadno
urcit i ze vztahu w(z) = [{x))]?)

w(zr) =

. 1
(wlole) = 5 ((@hin) (erla) + (zl) (Vala) + (ala)(wale) + (lva) (vala) )
1 — —
5 (@) + 1 (@)9a(2) + 01 (@)¢s(2) + (7)) -
Prosttredni dva ¢leny zpiisobuji interferenéni maxima a minima. V piipadé, ze dojde k tiplné
dekoherenci, napt. interakci s okolnim prostfedim nebo vlivem méreni trajektorie ¢astice,
bude stav ¢astice popsan klasickou statistickou smési stavi [11) a |1)g)

(1o1) (r] + [02) (2]) ,

N | —

i =

tedy jejich nekoherentni superpozici. Pravdépodobnostni rozdéleni dopadu c¢astice na sti-
nitko bude prumér pravdépodobnosti dopadu, kdy je oteviena vzdy jen jedna Stérbina

([a(@)* + [ta(2)]?) -

w(z) = {alfla) = 3 ({alb)ienle) + ohi) ola) ) =

V dusledku uplné dekoherence dojde ke ztraté interferen¢niho obrazce. Pti ¢asteéné dekohe-

renci, kdy se velikost mimodiagonélnich maticové elementy zmensi ale nebudou rovné nule,
bude interference hute viditelnd — snizi se rozdil mezi interferenéni maximy a minimy.

8.1.5 Casovy vyvoj matice hustoty pro uzavieny systém

Pro uzavieny systém se Cisté stavy vyviji s ¢asem podle Schrédingerovy rovnice
L0 .
tho [0 (t)) = H|y(t). (8.23)
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Hermitovskym sdruzenim dostaneme vyvoj bra

0 A
— it (0] = (6(0) 1. (5.21)

Pro matici hustoty, ktera mé v ¢ase t = 0 tvar (8.4]) plati
Pty =Y pili () (D)l (8.25)
Uréime ¢asovou derivaci, vyuzijeme Schrodingerovy rovnice (8.23)), (8.24) a nalezneme
_9p o (Oli()) 5 O(i(t)]
9 _ in (1 (1) (in
inge = o (i (LA ol + o) (02

= > (B )0 — ) ()| )

- [H ,ﬁ} . (8.26)

To je tzv. von Neumannova rovnice. Je kvantovou analogii Liovillovy rovnice z klasické sta-
tistické mechaniky, ktera popisuje ¢asovy vyvoj pravdépodobnostniho rozdéleni na fazovém
prostoru

5=

ow OH ow O0H ow
Z <6$i Op; a Op; a%‘) N {H,w}. (8'27)

8.2 Matice hustoty pro spin %

Jako priklad si ukdZeme matici hustoty pro ¢astici se spinem %, kdy H = Span (|z,+), |z, —)) =~
C2. Stejny popis lze pouzit pro jakykoli kvantovy systém s dim H = 2, ale pro spin % je
interpretace nejnazornéjsi. Budeme pracovat v bazi vlastnich vektoru S, tj.

Iz, 4+) = <(1)> o) = <(1)> . (8.28)

Operator p je pak reprezentovan 2 x 2 matici p. V prostoru 2 x 2 matic lze zvolit béazi
tvorenou jednotkovou matici I a Pauliho maticemi o;. Matici hustoty p tak urcité mizeme
zapsat ve tvaru

p = al + bjO'j. (829)
Pripomenme, Ze pro Pauliho matice plati vztahy
o; = of, Tro;=0, (8.30)
0i0; = (SZJ] + Z.gijko'k‘ (831)
7 (§30) plyne
1
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St¥edni hodnoty Pauliho matic ve stavu p jsou diky (8.31]) rovny
(0),=Tr (op) =Tr (ao; + bjo;0;) = b;/Tr I = 2b;. (8.33)

Zavedeme-li vektor polarizace p se slozkami

pi = <Ui>p7 (834)
pak plati b; = %pi. Obecna matice hustoty pro spin % mé tedy tvar
1 Lo L/ T+ps pr—ipe
=—-( L 0) == . : 8.35
p(p) 2( +7-7) 2(p1+ZP2 1—p3 (8.35)

Vlastni ¢isla matice (8.35)) jsou

1+p
Ae=—5— P= \/ D1+ D3+ p3. (8.36)

Aby p byla legitimni matice hustoty, musi byt pozitivni, tj. jeji vlastni ¢isla musi byt
nezaporna. To je splnéno pokud

P’ =pi+ps+p; <l (8.37)

Tato nerovnost definuje tzv. Blochovu sféru. Povrch sféry odpovida ¢istym staviim, protoze

1 1
4 —— 4
p2I
a tedy
1
Trp* = 51 +p) =1 = pP=1. (8.39)

Vnitiek Blochovy sféry tvofi smiSené stavy.

Reknéme, Ze budeme méfit projekci spinu do sméru uré¢eného jednotkovym vektorem
ni. Jsou dva mozné vysledky, projekce muze byt bud kladna nebo zaporna. Vysledkim
odpovidaji stavy |7, =), pro které plati

h
Sa|i, £) = =i - &|n, +) = i§|ﬁ, +). (8.40)
Vektory polarizaci téchto ¢istych stavi jsou £7i. Z definice (8.34]) totiz plyne

Protoze oba vektory 7 a p'maji velikost 1, musi byt p'= +7i. Projektor na stav |17, £) tedy
odpovida matici hustoty (8.35) s p'= £

Piy = |7, £\, +| = p(fl) = = (I £ 7 - 7). (8.42)



Pravdépodobnosti naméfeni kladné nebo zaporné projekce ve stavu p(p) (8.7)) jsou diky

(8-30) a (8.31) rovny

~ 1
Wopme = Tr (Pﬁ,:t >=ZTr < I+1-50)( +ﬁ.6)>
1
= ZLTr (Ij:n o+p-odEtn ﬁ[j:zezjknlpjak)
1
= 5(1%_—7?-5). (8.43)

Pro stredi hodnotu projekce spinu do sméru 7 pak nalezneme

~

A h o L. h I, )
(Sa)pm = Tr <Sﬁp(ﬁ)) = ZTr (i-d(l+p-0)) = ZTr (M0 +n-p 1+ i pnpjoy)
h., h
= NP (: 5 Wo@,ii+ = Wp(ﬁ')ﬁ—)) : (8.44)

Ze vztahtu je vidét rozdil mezi Cistymi a smiSenymi stavy pro spin % Pro cisty stav
(p = 1) existuje smér 7, do kterého s pravdépodobnosti 1 naméfime kladnou projekei —
je samoziejmé identicky s vektorem polarizace stavu p. Pro smiSené stavy (p < 1) takovy
smér 1 neexistuje, protoze 7 - p < 1. Ve smiSeném stavu tak muzeme s nenulovou prav-
dépodobnosti namérit kladnou i zdpornou projekei spinu do libovolného sméru. Specialné,
pro p'= 0 je pravdépodobnost namétfeni kladné i zaporné hodnoty do libovolného sméru 7
stejna

1
Wo0),i+ = 3 (8.45)
Matice hustoty pro p'= 0 je ndsobkem jednotkové matice
1
p(0) =31, (8.46)

a je to tedy maximélné smiSeny stav, ktery nenese zadnou informaci o hodnoté projekce
spinu.

Na matici hustoty lze vidét analogii mezi stavy Castice se spinem % a polariza¢nimi
stavy svétla. Cisté stavy odpovidaji uplné polarizovanému svétlu, smisené casteéné polari-
zovanému svétlu a maximalné smiSeny stav odpovida zcela nepolarizovanému svétlu. Neni
to nédhoda, polarizace svétla je na kvantové trovni urcéena projekci spinu fotonu na jeho
smér Sifeni (tzv. helicitou). Foton m4 sice spin 1, ale protoZe se jedna o ¢astici s nulo-
vou klidovou hmotnosti, helicita muze nabyvat jen hodnot +1. Kladné helicita odpovida
pravotocivé polarizaci, zaporna levotoc¢ivé.

Uvazujme nyni spin % ve stavu p(p) , na kterém provedeme méreni spinu do osy
z. Pravdépodobnosti vysledki méfeni jsou podle roviy

1
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Reknéme, ze naméiime kladnou projekci, stav po méfeni bude podle 1) odpovidat
¢istému stavu |z, +)

P, pP, )
ﬁz7+ — ,:l—p ,A-‘r — |Za +><Z7+|’i|zu +><Z7+| — |Z, +><Z,+| = ((1) 8) . (848)
Tr (PzHrﬁPZ’Jr) <Z,+|p|2,+>

Pokud provedeme méfeni ale nemuzeme rozlisit vysledek, pak stav je podle (8.12)) roven
152 = PZH-pAPZ,-l- + P, ,—IaP — |Z7 +><27 —|—|ﬁ|Z, +><Z7 +| + |Za _><Zv _|ﬁ|27 _><Za _|

1 /1+p 0
Wote,2+12, ) (2 4 + W |2, =) (2 =] = 5 ( 01 _p3) : (8.49)

Na zavér tohoto prikladu uvazujme casovy vyvoj matice hustoty (8.35)) s hamiltonidnem
danym matici

0 B 5 I+ 5 03 (8.50)

(Pro spin % v homogennim magnetickém poli ve sméru osy z by platilo H = pyBos, tj.
Ey = 9B a Es = —pgB.) Z von Neumannovy rovnice (8.26]) dostaneme

0 E,—FE

ihL = H = %

ot
Ey— FE,

= T“Pl@ —p201), (8-51)

H—(El 0)_E1+E2 Ey, — Ey

[0371%02']

coZ mizeme maticové zapsat ve tvaru
: D3 P1— ip2 0 p1— ip2
th| . .. . =(F — FE . . 8.52
(p1 +ips  —p3 ) (1 = B2) (—(p1 +ipa) 0 ) (8.52)
Ihned vidime, Ze tfeti slozka vektoru polarizace je konstantni
ps = 0= p3(t) = ps. (8.53)
Oznaéime si z = p; — ipy, rovnice (8.52)) jsou pak ekvivalentni
) Z — 1 — - i -k . .
ihs = (By — Ey)z — 2(t) = 2(0)e #(Br-E2)t (8.54)
Matice hustoty v case t je pak rovna
1 1+ps (p1 — ipa)e” i (Fr=F2)t .
o) = 5 <<p1 t it E e o). (85)
kde vektor polarizace v Case t ma tvar (zavedli jsme a = £12£2)

pi(t) = picosat — pesinat,
p2(t) = pisinat + p;cosat,
ps(t) = ps. (8.56)
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éasovy vyvoj odpovidé rotaci vektoru polarizace o thel at okolo osy z

cosat —sinat 0 D1 p1 cos at — posinat
p(t) = R.(at)p= | sinat cosat 0 p2 | = | prsinat + pycosat | . (8.57)
0 0 1) \ps P3

8.3 Matice hustoty slozeného kvantového systému, re-
dukované stavy

Uvazujme kvantovy systém slozeny ze dvou ¢astic A, B, s Hilbertovymi prostory H4 a Hp,
tj. celkovy Hilbertiv prostor je H = H 4 ®@Hp. Oznaéime ON bazi v ‘H 4 pomoci ket |m) a
ON béazi v Hp pomoci |u). Baze v H je potom tvorena vektory |m) @ |u) = |m, u). Obecny
smiSeny stav je matice hustoty p na H, tj. pozitivni hermitovsky operator s jednotkovou
stopou. V bazi {|m, x)} ma tvar

p= Z P |0 1) (0 V|, P = (M, il pln, v). (8.58)

LONTR N7

Uvazujme nyni otazku, jak popsat stav ¢astice A, resp. B, pokud znéame stav slozeného
systému p. Oznacme tyto tzv. redukované stavy jako pga, resp. pg. Redukované stavy jsou
uréeny pozadavkem, aby vysledky méfeni vSech lokalnich pozorovatelnych na ¢astici A (B)
byly v redukovaném stavu pa (pg) stejné, jako ve stavu p, tj.

V CW=C®lp (CW);=(C)s,, (8.59)
analogicky pro pg. Pro maticové elementy lokalni pozorovatelné na ¢astici A plati
Crihs = (k, a|C @ Ip|l, B) = (K|C|1)0ap = Cribas-
Ze vztahu pro st¥edni hodnotu pozorovatelné (8.10) dostaneme

<é(A)>ﬁ = Tr <C’(A)ﬁ> =Tr (Z Céé?mpﬂmﬂ,nu) =Tr (Z Ok,mﬂmﬂ,nu)
m,p

™,

= 3" Combrgn (8.60)

m,p,n

Podobnym zptisobem upravime stfedni hodnotu C ve stavu pA

(C)py = Tr (@M) =Tr (Z Ck,mpAm,n> = Crmpamn- (8.61)
Porovnanim (8.60)) a (8.61]) nalezneme maticové elementy redukovaného stavu pa

<m’ﬁA|n> = PAmn = meu,n,u- (862)
m
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Timto vztahem se definuje ¢astecna stopa pres systém B

pa="Trp p= Z (Z pmumu) [m)(n]. (8.63)

Analogicky redukovany stav ¢astice B dostaneme ¢astec¢nou stopou pres systém A

pp=Trap=3 (Z pmm) ). (3.64)

M?V

8.3.1 Dva spiny % v singletnim stavu
Uvazujme dva spiny % v singletnim stavu

1
V2

Uréime nejprve matici hustoty tohoto stavu a redukované stavy ps a pg. Budeme pracovat
v bazi{|z, ) ® |z, £) = |z, £; 2, £) } analogicky jako v (8.28)), tj.

|¢_> = (|Z7+>®|Z’_>_ |Z,—>®|Z,—|—>).

|Z7+> ® |Z’ +> = ’Z,‘I—,Z,—f—) = ) |Za +> ® ’27_> = |Za+7Z>_>

‘Za _> ® ’Z7 +> = ’27_;Z7 +> = ) ’Za_> & ‘Z7_> = ‘Z,—;Z,—>

O = OO OO O
—_ o O o O oo

Matice hustoty singletniho stavu je projektor

N 1
—|Z,—7Z7+><Z,+,Z,—|+|Z,—,Z,+><Z,—,Z,+|)
0 0 0 O
_1fo 1 —10
210 -1 1 0
0 0 0 0

Redukované stavy obou ¢astic jsou stejné
. . 1 1. 1/1 0
pa=pe = (0t + 10 -) =37 =3 (g ).
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jsou rovny maximalné smiSenému stavu. Projekce spint jednotlivych ¢astic tedy nejsou
viitbec urc¢ené — do vSech sméru jsou pravdépodobnosti kladné i zdporné projekce rovné
%. SloZeny systém je ale v ¢istém (provazaném) stavu, takZe obsahuje maximalni mozné
mnozstvi informaci. Ty jsou ve vzajemnych korelacich mezi vysledky méfeni projekei spinti
jednotlivych castic. Pokud namétrime kladnou projekci spinu prvni ¢astice do osy z, pak
stav obou ¢astic bude

ﬁ§£1)=+h/2 - |Z7+7 <, _><Z7 +5 2, _|7

coz je Cisty stav kdy druhé ¢astice ma zapornou hodnotu projekce spinu do osy z. Pokud
vysledek méreni na prvni ¢astici bude zaporna projekce, pak stav bude

/A)Svgl)th/Q - |Z7 K2 +><27 =5 Z’+|

To je opét cisty stav, kde druhé ¢astice ma kladnou projekci spinu do osy z. Vysledky
méfeni projekel spinu 1. a 2. ¢astice do osy z jsou tedy perfektné antikorelovany. Stejné
perfektni antikorelace plati pro méreni projekce spinu do jakéhokoli sméru 77 stejného pro
obé castice. Singletni stav je totiz rota¢né invariantni, tj.

Ri® Rply™) = |¢v7),

kde R( 4,B) jsou stejné rotace spinu ¢astice A, B. Singlet je vlastni vektor celkového momentu
hybnosti s vlastnimi ¢isly j = m = 0, takZe pro vSechny slozky celkového momentu hybnosti
plati J|t)™) = 0. Odsud skute¢né plyne rota¢ni invariance (@ je libovolny jednotkovy
vektor)

=y

Ra® Rply) = Rly™) = e #®|y7) = %yp™) = |v7).
)

Oznacéme R(7) rotaci, kterd zmeni |z, +) na |7, £
R(7D)|z, ) = |, +).

Diky rotacni invarianci pak singletni stav miizeme zapsat ve tvaru

pro libovolny smér 7i. Projekce spinii 1. a 2. druhé ¢astice do stejného sméru jsou tedy vzdy
perfektné antikorelovany.

Korelace jsou samoziejmé pritomné i v klasické fyzice, resp. v klasické teorii informace,
ale kvantové korelace mohou byt mnohem silnéjsi. Situace jako u singletniho stavu, kdy jsou
veskeré informace obsazeny v korelacich, nemiize v klasické fyzice nastat. Uvazujme dvé
klasické nahodné veliciny A a B s hodnotami a,, a b,, které nalezneme s pravdépodobnosti
Dm,u- Pak miZzeme zavést margindlni rozdéleni velicin A, resp. B, jako

pi = me,,ua pf = me,/r
m m
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Pokud jsou veli¢iny A a B nezavislé, pak p,,, = pflpf , vV opa¢ném piipadé mohou byt
néjakym zpusobem korelované. Lze ukazat, ze v klasickém piipadé plati pro Shannonovy
entropie pravdépodobnostnich rozdéleni nasledujici nerovnosti

max {S({ppn }), SUpe })} < SUpmu}) < S{pin}) + S })-

Spole¢né rozdéleni {p,, ,} musi tedy mit alespoii takovou entropii, jakou maji marginalni
rozdéleni {pfn}, {pf } V kvantové mechanice to ale neplati, jak je vidét na prikladu sin-
gletniho stavu, kdy

S(v™)w ) = 0
S(pa) = S(ps) = In2.

Pro von Neumannovy entropie matice hustoty slozeného systému p a redukovanych stavi
pa,p lze odvodit tzv. Araki-Liebovy nerovnosti

1S(pa) — S(pp)| < S(p) < S(pa) + S(pB).

8.4 Casovy vyvoj otevieného systému

Pod pojmem otevieny kvantovy systém se mysli systém interagujici s néjakym okolnim
prostiedim, rezervoarem. Celkovy Hilbertuv prostor je H = Hg ® Hgr. Hamiltonan se da
zapsat ve tvaru

= @ In+ s fp+ Han, (8.65)
kde jednotlivé ¢leny postupné popisuji hamiltonidn systému, rezervoaru a jejich interakci.
Reknéme, ze v Case t = 0 je systém pfipraven ve stavu [1)g) a rezervoar je ve stavu [ig).
SloZeny systém je pak v separabilnim ¢istém stavu

[W(0)) = [¢s) @ [¢r).
Evoluce slozeného systému je unitérni, tj. z ¢istého stavu |W(0)) se za ¢as ¢t stane jiny ¢isty
stav |¥(t)) dany vztahem ;

(W (t)) = U(t)[¥(0)),

kde U (¢ (t) je operator ¢asového vyvoje pro celkovy hamiltonidn H. V piipadg, kdy H nezévist
na Case, je Ut (t) =e" # Casovy vyvoj systému nebo rezervoaru ale unitarni neni, protoze

U(t) # Us(t) ® Ug(t) (pokud je interakéni hamiltonian Hgp netrividlni). Vlivem interakce
totiz dojde k provazani systému a rezervoaru a stav slozeného systému |¥(¢)) nemusi byt
separabilni. Redukovana matice hustoty systému pg(t) v Case t je obecné smiSeny stav.
Vlivem interakce s okolim dochézi k dekoherenci stavu systému.

Schrédingerovu rovnici pro slozeny systéme s hamiltonianem (8.65) vétsinou neumime
vyfesit. Nicméné, pro redukovany stav systému pg lze za jistych predpokladu (slabé in-
terakce systému a rezervoaru, Markovovska aproximace) odvodit tzv. ¥idici rovnici (v Lin-
dbladovském tvaru)

% = —% |5, ps| + Z% ( LipsL! - % {L*Lz,ps}) (8.66)
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Prvni ¢ast odpovida unitarnimi vyvoji s hamiltonianen H & (je obecné ruzny od H s), druha
predstavuje neunitarni ¢ast, kterou mizeme popsat napt. dekoherenci nebo disipaci energie.
L; jsou tzv. Lindbladovy skokové operatory.

8.5 Priklady

Cviceni 25. Kvantovy LHO je v tepelné rovnovdze s okolim o teploté T'. Naleznéte matici
hustoty termdlniho stavu a urcete stredni hodnotu energie a pravdépodobnost namérent
hodnoty energie E, = (n + 1)hw.

Navod: Termalni stav je kvantovou analogii pravdépodobnostniho rozdéleni na fazovém
prostoru pro kanonicky soubor

1 1
w(x,p) = —e z= e dxd, = —.
(,p) = - , / p. B=17
r
Matice hustoty termalniho stavu ma tedy tvar
67,31?

Ty e BH

~

Pr

Budeme pracovat v energetické reprezentaci, tj. bazi vlastnich vektori hamiltonianu LHO
H|n) = E,|n).
Pro hamiltonian, resp. libovolnou funkci H , mame spektralni rozklad
H=Y Eln)n| = f(H)=)_ f(E)n)nl|.
n=0 n=0

Odsud dostaneme

oo
P 3 P o,
n=0

o] 00 _ Bhw
7 2
TI" e—ﬁH — e_BEn — e_ﬁgw e_ﬁhwn e —e = Z.
Z 1 — e fw

Matice hustoty terméalniho stavu LHO je tedy rovna

[e.9]

pr=(1—e ™) Z e~ PenIn) (n).

n=0

117



Pro stfedni hodnotu energie LHO v termalnim stavu dostaneme

(H);y = Tr (HﬁT):@_e*ﬂfw) Tr ZZe Beon (i, 4 = )hw\m {olm)(m|

n=0 m=0 S
= 1 11
- (1 — e‘ﬁm) Ze_ﬁﬁw"(n + §)hw = (1 — e_ﬁhw) hew (5—1 — + Zne‘ﬁh“m>
n=0 —
huw 0 1 huw huw
_ = _ B = - ™ =
= 5 (e )851—6%% 3 TP 1

Energii F,, namérfime s pravdépodobnosti

1
Wiy, = (n|prin) = (1 —e™7) eon — —e=0Fn,
z

Cviceni 26. Uvazujte LHO s w = AZ v cistém stavu popsaném superpozici vlastnich vektori
hamiltonidnu

1 2
) = =10y + 2.

Jakd je stiedni hodnota energie a polohy LHO v tomto stavu? Provedeme méreni energie
bez rozlisent vysledki. Jaké budou stredni hodnoty energie a polohy po tomto méreni?

Navod: Pro stfedni hodnotu energie v ¢istém stavu |¢) plati

- 1 2 7
HYy, =-FEy+ -FE| = -hw.
) =gk + 3B =5
Operator polohy rozepiSeme pomoci posunovacich operatoru

1
V2

Pro stfedni hodnotu polohy pak najdeme

X = (ap +a_), asln) =aF|n£1).

0 = 010+ (WX) + 0IX1) + 2 gIx1y

= (1 ]0) + (0fa_1) = 3(05 +a7) =

Matice hustoty cistého stavu pfed méfenim energie je

= 10t (o3 (g B

= Loyl + L2011 + o) + Zmya).
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Po meéfeni energie bez rozliseni vysledkiu je LHO ve smiSeném stavu popsaném matici
hustoty

R oo . oo X 1 2
pa =Y PapPu=>_ [n)(n|pln)(n| = 3102001 + 5 1)(1].
n=0 n=0
Stiredni hodnota energie se nezméni
A A 1 2 7
), —=Tr (H) — Ey+ 2E = thw,
< >pH Y 3 0 3 1 6
protoZe zavisi jen na diagonédlnich maticovych elementech, které jsou pro p a py stejné.
Stredni hodnota polohy naopak zavisi na nediagonalnich maticovych elementech, protoze
operator polohy je v energetické reprezentaci nediagonalni. Stfedni hodnota polohy ve stavu
Py je tedy nulova (vyuzijeme invarianci stopy vadé cyklické zameéné)

(), = T (X)) = (X <é|0><0| + §|1><1|>) — Ty (%<0|X|o> + §<1|X|1>>
= (010} + 211Xy =0.

Cviceni 27. Uvazujte dvouhladinovy atom s bazickymi stavy |g) a |e), které popisuji zd-
kladni a excitovany stav s energiemi E, a E.. Atom interaguje s okolim a mizZe dojit ke
spontanni deexcitact. Tato interakce je popsand ridici rovnici s jedinym Lindbladovym ope-
ratorem L (v > 0)

O i . T
== [H,p] 4y (LpL - {L L,p} , (8.67)
kde R A R
H = Eylg)(g| + Ecle){e|l, L=|g){e|l, L"=le){gl. (8.68)

Najdéte stav atomu v case t, nejprve pro obecny pocdtecni stav a pak pro éisty stav |e).
Jaky je limitni stav prot — o0 ?

Navod: V bazi {|g), |e)} jsou operatory (8.68) reprezentovany maticemi

_(E, 0 (01 ;{00
n=(% 5) t=(o) #=(0)

Obecnou matici hustoty napiseme jako

p:(z Z), a,deR, bceC, a+d=Trp=1.

Ridici rovnici (8.67)) lze po roznasobeni upravit do tvaru

a bY_i (0 Aby_ _[(d -3
¢ d) " h\-Ac 0) T T\—¢ —a)
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kde jsme oznacili A = E, — E,. Pro jednotlivé ¢leny matice hustoty dostaneme diferenciélni
rovnice

a = vd,
b = -Ab—=b
h 27
. i Y
— _ZAc—2
c‘ FAC— 56
d = —nvd.

b(t) = e%éte_%tb(()),
ot) = e #ite3t(0),
dt) = e d(0).

Vidime, Ze maticové elementy b, ¢, d exponencialné klesaji k nule. Pro a pak najdeme reSeni
a(t) = a(0) + (1 — ") d(0).

Obecnéa matice hustoty v Case t je pak rovna

~{a(0)+ (1 — et d(0) entem3th(0)
plt) = ( e~ 3t(0) e 7d(0) ) '

V limité t — oo bude matice hustoty

lim p(t) = ([1) 8) = |g){gl,

nezévisle na po¢ateénim stavu. Atom tedy vzdy skonéi v zakladnim stavu |g). Pro pocatecni
stav |e) je a(0) = b(0) = ¢(0) =0 a d(0) = 1. Stav atomu v ¢ase t je potom

p(t) = (1 —Oe—vt 6971:) :

Pravdépodobnost nalezeni atomu v excitovaném stavu s ¢asem klesa exponencialné (p, =
e "), pravdépodobnost jeho nalezeni v zékladnim stavu naopak roste k jedné (p, = 1 —
e ).

Cviceni 28. Uvazujte otevienou dynamiku spinu % s Tidici rovnict tvaru W
1. s jednim Lindbladovgm operdtorem (v > 0)
L= |z, +){z,+],
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2. se dvema Lindbladovimi operdtory (y1 = v2 =~ > 0)
L = |z, 4)(z =+ |z, =)(z +],
Ly, = |Z,—|—><Z, _| - |Z7 _><Z>+|

V obou pFipadech je hamiltonidn spinu roven H = E|z, +)(z,+| — E|z, —)(z, —|. Naleznéte
Fesend ridici rovnice s pocdtecni podminkou p(p)(0) tvaru (8.35). Jak se s casem méni vektor
polarizace spinu p(t)? Jakd je jeho limitni hodnota pro t — oo?

Navod: Budeme pracovat v bazi vlastnich vektoru S, 1. Hamiltonién je pak repre-
zentovan matici
HoE 1 0
N 0 —-1)°
Matici hustoty v ¢ase t zapiSeme ve tvaru (8.35))

1 L+ps(t)  pult) —ipa(t)
pp(t) = 5 <p1 () +ipa(t) 1 — ps(t) )

Pro unitarni ¢ast ridici rovnice dostaneme

1 E (0 =z
—;.L[H,P]——@g (_z 0)-

1. Matice Lindbladova operatoru je

10
= T =
L=1L (0 0) .

Ridici rovnici Ize upravit do tvaru

._L(ps 2 ——iE 0 z\ (0 =z
P=9\z —ps)” "m\== 0) 4\z 0)"

Vidime, ze ps = 0, tj. tTeti slozka vektoru polarizace se s ¢asem neméni

1
2

(L)

p3(t) = ps3(0).

Pro z mame diferencialni rovnici
jejim feSenim je
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Protoze z = p; — ipy, dostaneme pro slozky vektoru polarizace feseni

p(t) = M = cos (%t) e_%tpl(()),

po(t) = %@z(ﬂ = sin (%t) e_%th(O).

Prvni dvé slozky polarizace s ¢asem exponencialné klesaji k nule. Limitni stav mé
vektor polarizace p(oo) = (0,0, p3(0)), coz odpovida matici hustoty

L (1+ ps(0) 0
P =3 ( g 1 —Ps(o)) '

Dekoherence tohoto typu je tzv. rozfazovani (dephasing) slozek polarizace kolmych
na osu 2.

. Matice Lindbladovych operatori jsou

0 1 0 1
L1=L{=<1 0), LQZ—LQZ(_l 0).

Ridici rovnici lze upravit do tvaru

.1y z E (0 =z 2 z
1 )-E () 5
Diferencialni rovnice pro treti slozku
p3 = —4yps
ma feSeni
ps(t) = e p3(0).

' '2E+2
Z=—|i— z
h 7 Y

2(t) = e’i%te’%tz(()).
Prvni dvé slozky vektoru polarizace jsou tedy

2F
pi(t) = cos (775) e p1(0),

p2(t) = sin (%t) ey (0).

Vidime, Ze vektor polarizace klesa s ¢asem k nule, tj. limitou je p(oo) = (0,0,0), coz
odpovidad maximalné smiSenému (nepolarizovanému) stavu

-3t 9)

Tento typ dekoherence se nazyva depolarizace.

Podobné pro z mame rovnici

jejim TeSenim je
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Kapitola 9

Variacni metoda a WKB aproximace

9.1 Variac¢ni metoda

Varia¢ni metodu miizeme pouzit pro odhad vlastnich ¢isel hamiltonianu se zdola omezenym
spektrem. Pokud Ej je energie zékladniho stavu, pak ziejmé plati

A

(H)y > Ey, V|Y) € H.

Pro dany problém si vhodné zvolime mnozinu zkusebnich normalizovanych vektori |1 (;))
(obecné n-parametrickou) a spoc¢itame funkei

E(ay) = ((a) | HJyp(ew)). (9.1)

Odhad energie zékladniho stavu variacni metodou pak dostaneme jako minimum funkce
E<ai)7 tJ
oF

=0.
aai a9

Ey™ = E(ay),

()

Ptiblizny vlastni vektor je
o M) = [ (ad)).

Hodnotu prvni excitované hladiny muzeme odhadnout nalezenim vazaného extrému funkce

s podminkou
W(%)W(‘)/M) =0.

Analogicky miizeme postupovat pro vyssi excitované hladiny.

9.2 WKB aproximace

WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) aproximace je metoda pro nalezeni priblizného feSeni
linearnich diferencialnich rovnic s nekonstantnimi koeficienty. V kvantové mechanice je
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Obrazek 9.1: Prubéh potencidlu V' (z). Pro danou hodnotu energie E je zq klasicky bod
obratu. Oblast I je klasicky dovolend, oblast I klasicky zakézana a oblast 11 je precho-
dova.

¢asto vyuzivana pro semiklasické FeSeni bezcasové Schrodingerovy rovnice pro ¢astici na
pfimce v potencialu V' (z), ktery se neméni piilis rychle,
h2
— —"(z) = (E — V(2))Y(x). 9.2
() = (B~ V(2)(a) 92)

Oznac¢me jako zg klasicky bod obratu dany podminkou E = V(zy). Uvazujme nej-
prve piipad, kdy V(z) v bodé obratu x( roste. Realnou osu rozdélime na tfi oblasti (viz.

obrazek
I Klasicky povolena oblast — E > V (z)

IT Klasicky zakazané oblast — E < V()
111 Ptechodova oblast — E ~ V(z)
V klasicky povolené oblasti hleddme feSeni ve tvaru
Yr(z) = Az)e?,
kde A a ¢ jsou realné funkce. Dosazenim do ziskdme rovnici

h2
i (A" + 2iA'¢ — AP +1AY") = (E — V) A, (9.3)
kde vystupuji pouze derivace . Zavedenim k(x) = ¢'(z) prepiSseme rovnici do tvaru
" Y . /
—W(A +2iA'k — AK® +iAK') = (E - V)A. (9.4)
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Rovnici rozdélime na redlnou a imaginarni ¢ast, obé musi byt splnéné samostatné. Z rovnice
pro imaginarni ¢ast plyne

C

2A'k + AK =0 = A(z) = ——.
() R

V reélné ¢asti rovnice (9.4)) zanedbame ¢len A” (z predpokladu, ze V(z) se neméni piilis
rychle plyne, Zze ani A(z) se nebude ménit piili§ rychle) a dostaneme tak algebraickou
rovnici pro k(z)

R,
Jejim TFeSenim je
x
k(@) = 29 i) = 2NI(E V@) (95)

kde p(z) je velikost klasické hybnost v bodé z. Resenf v klasicky povolené oblasti I tedy
miizeme zapsat ve tvaru kombinace oscilujicich exponencial

Cl ] 7 02 7 7
uile) = —exp (1 [ o | + e | <5 [ o),
oo T\ TORAY
respektive
N S
Yi(x) = sin ﬁ/p(x)dx + o | - (9.6)
p(z)

x

V klasicky zakézané oblasti stejnym postupem dostaneme feSeni ve tvaru kombinace
rostouci a klesajici exponencialy

C

Y (x) = ’pzx)’exp %/|p($')|d:p’ + \izx)\ exp —%/]p(x’)\dl"’

V klasickém bodé obratu je lokalni hybnost p(zo) nulova, takze feseni ¢;(z) a ¥y (z)
v ném nejsou definovana. Musime tedy uvazovat néjaké okoli bodu x( jako prechodovou
oblast, ve které aproximujeme potencial pfimkou. V prvnim radu Taylorova rozvoje v okoli
bodu x( plati

av
V(x) >~ V(xg) + (z — o) el E+F(x—u1x), F>0.

Zo

Dosazenim do (9.2)) dostaneme rovnici

_2MF

v = 2@~ w)v.
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Substituct

prevedeme rovnici do kanonického tvaru

" —yop =0.

Resenf této diferencidlni rovnice jsou Airyho funkce Ai a Bi. Airyho funkce prvntho druhu
Ai 1ze zapsat implicitné pomoci integralu

B
Ai(y) = A ey + yt | dt.
0

Pro dostatecné mala nebo velka y mé funkce Ai nasledujici chovani

Ai(y) X msm @(—y) +%),

Wexp (—%;ﬁ) . (9.7)

Airyho funkce druhého druhu Bi je definovana vztahem

_ 1 3 . ([t
Bi(y) = ;/ [exp (_5 + yt) + sin (5 + yt)} dt.
0

Ma podobné chovani jako Ai(y) pro zaporna y, pro kladna exponencialné diverguje

Bi(y) ‘<’ mcos (;(—y)ng%),

y>0 1 2 3
Bi(y) ' exp (—yz) |
Vr(y) 3
Pro ilustraci je priubéh Airyho funkei v okoli nuly znazornén v Obrazku 9.2
Z chovani Airyho funkci lze vidét, Ze ndm umozni spojité navéazat oscilujici feseni v
klasicky povolené oblasti na exponencidlni feSeni v klasicky zakizané oblasti. Skutecné,
prechodem zpét k proménné = dostaneme nésledujici propojovaci formule

Njw

y>0

Ai(y)

ZQ

1 1
sin —/p(x/)dx'—i— u

1
1) 2/[p(@)]

1 xT
esp | 1 / p)de' |, (9.8)
zo

p(zr)  \ ")

! oS ! ?p(:v’)dx' + 2 ! exp ! /x]p(:c’)\dx’ (9.9)
- - < ? X = . .

o\ 7S 1 e\ R

Pokud potencial v bodé obratu x( klesa, pak musime ve vSech integralech prohodit meze.
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Obrazek 9.2: Airyho funkce Ai(y) a Bi(y) v okoli nuly.

9.2.1 VaAzané stavy a kvantovaci podminka

Hledejme nyni priblizné feSeni rovnice (9.2)) pro potencial tvaru jako na obr. Ozna¢me
1 a x9 klasické body obratu. Vazany stav musi byt kvadraticky integrabilni, takze reSeni
v oblasti 11, musi mit tvar

02 1 f / ’
1,(T) = exp | —¢ x')|dx
) = e ’Z[M )

Propojovacim vzorcem dostaneme nalevo od x5 TeSeni ve tvaru

z2

20, . 1 N, T
() = Wsm ?_L/p(x)dx + 1] (9.10)

xT

V klasicky povolené oblasti I tedy volime C' = 2C5 a ¢y = 7 /4. Piechod mezi exponenci-
alnim a sinusovym feSenim je doprovazen fazovym zrychlenim o 7/4. Stejnou funkei pak
budeme chtit ve druhém bodé obratu z; napojit opét na exponencialu klesajici k nule pro
T — —00

i

V()]

kde C; = (—1)"Ch, protoze vlastni funkci hamiltonianu Gastice na p¥fmce lze zvolit realnou.
Tim dojde k dalsimu zrychleni o 7/4. Na intervalu (z1,z5) vlnova funkce ziska celkovou
fazi

Z1
1
vin @) = e | 1 [ o))

2

1
ﬁ/p(x)d:v—l—2 X %,

1
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Obrazek 9.3: Prubéh potencialu V(z). Pro danou hodnotu energie E jsou z; o klasické body
obratu. Oblast I je klasicky dovolena, oblasti /1, 5 klasicky zakazané.

ktera musi byt celo¢iselnym (a zfejmé prirozenym) nasobkem 7, aby néjaky (kladny nebo
zaporny) nasobek pravé strany Sel se ziskanou funkci v oblasti I dat do rovnosti.
Vzhledem k tomu, Ze klasicka lokalni hybnost zavisi na energii FE, dostavame pod-
minku, ktera miize platit jen pro nékteré specialni hodnoty volby E — tedy kvantovaci
podminku uvazovaného systému

i 1
ﬁ/p(x)dx = (n—i— 5) T, neEZy. (9.11)

x1
Integral na levé strané muzeme upravit do tvaru
T2 T2

1 m s
ﬁ/p(x)dx = E/2p(3:)dx = ESO’

1 x1

kde Sy je zkracené akce. Vztah (9.11]) muzeme ptepsat do ekvivalentniho tvaru

So = (n + %) h (9.12)

coZ je presnéjsi verze historické Bohr-Sommerfeldovy kvantovaci podminky (oproti které
je navic oprava % k nasobku Planckovy konstanty), pouzivané k odhadim energetickych
spekter pred vyvinutim dnes$ni podoby kvantové mechaniky. WKB aproximace tedy tento
vzorec nejen opraviuje, navic pridava tuto opravu a predevsim dopliuje i o priblizny tvar
vlnovych funkef odpovidajicich ziskanym energiim EWEB,

Poznamenejme, Ze tento vztah plati, pokud body obratu x; nejsou pevné konce. Za
kazdy pevny konec (odpovidajici obratu o nekonecnou bariéru) musime do zavorky na

128



I 17 I

Obrazek 9.4: Prubéh potencialové bariéry V(x). Pro danou hodnotu energie E jsou zj o
klasické body obratu. Oblasti I » jsou klasicky dovolené, oblast I7 je klasicky zakézana.

pravé strané 1) nebo 1} pricist i. Dtvodem je to, ze neexistuje prechodova oblast a
vlnovéa funkce je za timto bodem obratu identicky rovna nule. Pro feseni v klasicky povolené
oblasti pak musime volit ¢y = 0.

9.2.2 Rozptylové stavy, tunelovy jev a Gamowiv koeficient

Uvazujme nyni ¢astici s energii £ = % nalétavajici na potencialovou bariéru V(x), ktera
v nekone¢nech klesé k nule, viz. obr. 0.4, Pomoci WKB piiblizeni odvodime tzv. Gamowuav
koeficient, ktery udava pravdépodobnost priichodu ¢astice bariérou.

Hledame rozptylovy stav, tj. FfeSeni bezc¢asové Schrodingerovy rovnice , které neni
kvadraticky integrabilni. V asymptotické oblasti, kde potencial vymizi, budeme predpokla-

dat feSeni ve tvaru
r— —o0 : Y (x)=Aexp (%pox) + Bexp (—%pox) : (9.13)

1
r— 400 : Yp(xr)=Cexp (ﬁpox) ,

tj. pro x < x; je TeSeni superpozici dopadajici a odrazené viny s amplitudami A a B, pro
T > x5 je rovno transmitované viné s amplitudou B. Hledané pravdépodobnost prichodu
je

_lep

AP
Amplitudy A, B a C' ur¢ime propojenim WKB feSenich v jednotlivych oblastech pres
Airyho funkce. Budeme postupovat zprava doleva. WKB feSeni v oblasti I se spravnym
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asymptotickym chovanim pro velka x, kdy V' (x) ~ 0 a p(x) ~ po, ma tvar (faze § je vhodné
zvolend pro navazani v bodé z,)

D ) T o0 D )
r,(x) = exp L /p(x’)da:' + i) TR exp (%pgm + igoo) ,

Funkei ¢y, (x) pfepiSeme pomoci sint a cosint

xT xT

D 1 T D 1 m
L(z) = cos | — 2 )dd' + = | +1 sin —/ )dd + = |,
o) = —meos | 1 [+ | it | g fatr +

€2

a s pomoci vztahi , s opatnymi mezemi ji spojité navazeme v oblasti 11 na funkci

D 1

NroR A

Pro napojeni v bodé x; nejprve prepiSeme integraly do mezi x4, x, tj.

T2 T2 x
/ Ip(a’)|da’ = / ip(a)|da’ — / ip(a)da.

)i / / Z 1 i / /
() = [ ) + Sexo | 5 [ o)l

Oznac¢ime-li

1 Ji / /
@=cx |4 [

pak funkei ¢;;(z) miZeme zapsat ve tvaru

D 1 / o\ 1 / .
T) = —F—— exp | —— x)dx’ | + —=exp | = x')dx
Yrr() el Qexp | = [ pa’) 202 | 7 p(z')
x1 xr1
S pouzitim propojovacich formuli , dostaneme TeSeni v oblasti [;
D 1} ' 1/
Ur, (z) = ) 2Q) sin ﬁ/p(x’)dx’jL% + %cos ﬁ/p(x’)d:c’—l—%
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V asymptotické oblasti se funkce chova jako

T——00 £ . _M ’ L _M ,
Uy, () ~ N {2Q3m< - —|—g00> + 20 cos( Y —l—goo)}
= z'D 1_4Q2ex ! T+ iy +—1+4Q2ex i T — i
= \/% 40 p hpo Po 40 p hpo ®o .

Porovnanim s tvarem ({9.13)) dostaneme

D 1+4Q* _,

A — 7;_+—Q€7/L(100.
Vb  4Q

Pravdépodobnost prichodu je tedy rovna

16Q?
(1+4Q2%)%

Pro velké @ (odpovidajici velmi vysoké a/nebo 8iroké bariéfe) mizeme vztah zjednodusit
na

T~Q?%=exp —% / V2M(V(x) — E)dz |, (9.14)

coz je tzv. Gamowiv koeficient priniku.

9.3 Model radioaktivniho rozpadu «

Jako priklad vyuziti WKB metody pro tunelovy jev si probereme jednoduchy model radi-
oaktivniho rozpadu «. Ten je z pohledu klasické fyziky velkou zahadou. Pro dany izotop
jsou vyletujici o ¢astice v podstaté monoenergetické. Zatimco rozsah kinetickych energii
« Castic pro rizné izotopy je zhruba od 4 do 10 MeV, polocasy rozpadu se mohou lisit
az o 25 Fadd, napf. pro '23Sm je Ty o >~ 2.5 - 10" let ~ 7.9 - 10'%s, ale v pifpadé 21 At je
T’ /2 ~ 1075s. Velké rozdily mohou nastat i pro dva izotopy jednoho prvku, napt. pro 2§3Po
je Tijp ~ 138 dni ~ 1.2 - 10%s, zatimco pro %§1Po je Ty ~ 3- 107 "s. Na zékladé experi-

mentalnich dat formulovali v roce 1911 Geiger a Nuttall vztah, ktery dava do souvislosti
stiedni dobu Zivota 7 = %,

Castice &/

protonové c¢islo jadra po rozpadu Z a kinetickou energii «

Z
ln7201—+02, (915)

VE
kde C; jsou konstanty. Geigertv-Nuttalliv vztah ukazuje, Ze poloc¢as rozpadu zavisi expo-
nencialné na kinetické energii vyletujici o Castice.
Vysvétleni exponencialni zavislosti polocasu rozpadu na energii « Géastice predstavili
v roce 1928 nezévisle na sobé G. Gamow a R. W. Garney s E. Condonem a hralo dile-
zitou roli pro prijeti kvantové teorie 8irsi fyzikalni komunitou. Na « ¢astici uvnitf jadra
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Obrazek 9.5: Schéma potencialu V(r).

piisobi pritazlivé jaderné sily, které maji kratky dosah fadové 107! m. Vné jadra je nao-
pak odpuzovana Coulombickou interakei. Z klasického pohledu « ¢astice nemé dostatecnou
kinetickou energii k prekonani potencialové bariéry jadernych sil, kvantové mechanicky ale
miize bariérou protunelovat. Pravdépodobnost prichodu bariérou je sice extrémné mala,
ale k naraztim na bariéru dochézi fadové 10%°x za sekundu, coZ vede ke koneénému po-
lo¢asu rozpadu. Exponencialni zavislost pravdépodobnosti priuchodu bariérou na energii «
¢astice pak vysvétluje Geigeruv-Nutteliv empiricky vztah .

Uvazujme nyni zjednoduseny model a rozpadu popsany ¢astici ve sféricky symetrickém
potencialu V' (r). Z rozptylovych experimentii « ¢astic na jadie vime, Ze pro r > a, kde
a~ 1.645 fm a A je nukleonové ¢islo dcefiného jadra po a rozpadu, je potencial cisté
Coulombicky

27
V(r) = —q, r>a.
T
Zde jsme oznacili ¢ = 4;250. Na kratsich vzdélenostech ale dominuji pritazlivé jaderné

interakce, které vazou « ¢astici v jadie. Pro jednoduchost budeme povazovat potenciél

pro r < a za nulovy. Priubéh potencidlu je znézornén na obréazku Vygka potencidlové

bariery, kterou « ¢astice musi protunelovat, je
27q Z

Vi~ ~ 1.8

a m MeV

Typickd hodnota V; pro tézka jadra je zhruba 25 MeV, tj. 3 — 5x vétsi, nez je kineticka

energie vyletujici a ¢astice.
Uréime nejprve pravdépodobnost priniku potencidlovou bariérou pri jednom néarazu,
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ktera je dana Gamowovym koeficientem

T = exp —% / V2M(V(r) — E)dr

Horni mez integralu je urc¢ena podminkou
Vib)=F = b=—.

Integral postupné upravime do tvaru

b

/\/QM(V(r) “E)dr = { b }:2@@/1\/;6#
W_/%

a

dt = 2udu

_ { t=u?, }:%/lmclu. (9.16)
Vi

K integrélu na pravé strané nalezneme primitivni funkci

/\/1—u2du = { U= s }—/COS2ZdZ—/§(1+COSZZ)dZ

du = cos zdz

B S GRS WPV NS )
= 5 z 2Sln z —2 z SIn 2 COs 2

1
=35 (arcsinu +uv1— u2> .

Dosazenim do ({9.16)) nalezneme

b

/\/QM(V(T) —E)dr = & [arcsinu%—uﬂ]

1

iy
= & (g - arcsin\/%— \/M)

Pravdépodobnost priniku « ¢astice z jadra je pak

T = exp {—%“ (arcoos \/% — /%(1 - %))} (9.17)
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Polocas rozpadu a stfedni dobu zivota ur¢ime z rozpadového zakona
-t
N(t) = N()@ v s

kterym se radioaktivni rozpad z makroskopického pohledu #idi (Vg je pocet atomii v Case
t = 0, ktery exponencialné klesa). Rozpadova konstanta v urcuje stfedni dobu Zivota

a polocas rozpadu

T1/2 = — = Tln 2. (918)
Y
~v udavéa pravdépodobnost rozpadu za jednotku ¢asu. Odhadneme ji pomoci vztahu

v=fT,

kde f je pocet narazi « ¢astice do bariéry za sekundu a T je diive uréena pravdépodobnost
pruniku potencidlovou bariérou pii jednom nérazu (9.17). Jadro aproximujeme sféricky
symetrickou potencialovou bariérou §itky 2a, takze f je rovno

v
2a’

f

kde v je rychlost a-c¢astice. Ty jsou Fadové 10-20% rychlosti svétla, takze mizeme pouZit
nerelativisticky vztah pro energii a vyjadrit f zptisobem

1 2F
=5\ 31

Celkem pro poloc¢as rozpadu dostavame vztah

2an2 | M
Ty =——\35" (9.19)

Numerické vysledky pro izotopy %sU, 22iRa, %{{Po, 212Po jsou shrnuty v tabulce [0.1] Je
zde uvedena kinetickd energie vyletujici « ¢astice E' v MeV, vzdalenosti a a b v fm, vyska
potencialové bariéry Vi v MeV, pravdépodobnost pruniku potenciadlovou bariérou pii jed-
nom narazu 7', polocas rozpadu T}/, spocitany podle vztahu a jeho experimentéalné
urcena hodnota Tle/pr . V ptipadé izotopi polonia jsme pro lepsi shodu s experimentalnimi

daty uvazovali a ~ 1.4A3 fm. Ve vzorcich se protonové ¢islo Z a nukleonové ¢islo A vztahuji
k dcefinému jadru po a rozpadu, nap¥. pro 23U musime dosadit Z = 90 a A = 234.
Na zéavér provedeme odhad pro In7. Protoze b > a (viz. tabulka , miizeme aproxi-

movat
a [a a, w a
arccos \/%— Z(l - E> NG 2\/;.
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E [ a1 b ] W crp
(MeV) | (fm) | (fm) | (MeV) | T Tz T2

28U 42 1986 | 62 | 262 [64-107%9] 2-1017 s ~4.7-10% let | 4.468 - 10° let

“21Ra 2.7 9.65 | 43 25.6 6-10=% 133906 s ~ 1.55 dne 3.632 dne
2P0 5.4 827 | 44 28.5 6-107% | 1.166 - 10" s ~ 134.9 dne 138.4 dne
212Po 8.8 829 | 26.8 | 284 |1.9-1071° 3-107% 3-107"s

Tabulka 9.1: Vysledky pro nékolik vybranych izotopi.

Dosazenim do (9.19) a (9.18) postupné dostaneme vysledek

| M

InT = InTy; —Inln2=—InT +1In <2a ﬁ)
2k (T a M
22 -2/2) +1n | 204/ =
I <2 \[b)‘Ln(“ QE)
2qmV2M 7 8 JaZq M
——— — —{/— 4+ In | 2ay/ == |,

h VE hV 2 2F
ktery piiblizné odpovida Geiger-Nuttallovu vztahu (9.15)).

9.4 Priklady

Cviceni 29. Méjme ddstici v nekonecné pravouhlé potencidlové jamé se schodem, tj. po-
tencidlem
00, lz| > a
Vie)=¢ Vo, —a<z<0 .
0, O<z<a

Nagjdete priblizné hodnoty energii
1. Poruchovou metodou v 1. rddu
2. WKB metodou

Navod:

1. Poruchova metoda v 1. radu

Vo budeme chapat jako poruchu. Pfipomenme, ze vlastni funkce a vlastni ¢isla pro
Vo = 0 jsou

1 . /nm 1 (nmh\?
¢n(x):—sm<%(x—a)>, En—m(%), n € IN.



Oprava prvniho fadu je pak
% r 2 W
EW = —O/sin (T(:r —a)) =2
a 2a 2

V prvnim fadu poruchové teorie tak dostaneme vysledek

1
EPT =g + EW = Yo
n +En 2a 27

1 (nh SN VA
oM

tj. ¢astice citi schod o poloviéni vysce po celém dnu jamy.

2. WKB metoda

Oba body obratu jsou pevné, takze kvantovaci podminka zni

kde hybnost je rovna

2M(E —Vy), —a<z<0

p@%=VMﬂE_VW»:{ OME 0<z<a

Dosazenim a integraci dostaneme

nmh
VE Vo +VE = .
0 av2M

Umocnime obé€ strany na druhou a upravime do tvaru

2/E(E — Vo) = AE, — 2E + Vj,.

Po dal§fm umocnéni na druhou miZzeme vyjadtit E = EVEB

\% V2
EWKB — En _0 0 .
" + 2 * 16E,

WKB
En

Pro velkd n mtuzeme posledni ¢len zanedbat a prejde ve vysledek obdrzeny

poruchovou metodou.

Cviceni 30. UvaZujte castici v potencidlu

| Mgz, z>0,
V(z)_{—i—oo, z < 0.

Najdéte pribliznou hodnotu energie zdikladniho stavu
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1. pouZitim variacni metody se zkuSebni funkci
Cze @, 2>0,
?ﬂ(%a) - { 0, ~ S 0.
2. pouzitim WKB aproximace.
Navod:

1. Varia¢ni metoda

Pro vypocet stfedni hodnoty energie musime funkci spravné normovat

o0

02 1 3
_ 2 2 —2az . b L 3
e e e
0
Stredni hodnota energie je pak rovna
Bla) = (¥(a), Hi(o))
+oo +00
h2
= 4’ — [ (2az — a?2?)e ¥ dz + 40’ Mg / e 2%
2M
0 0
h* .,  3Mg
- oot T

Funkce nabyva minima v bodé oy daném podminkou

dE B2 M M2g\ ®
(@) _ Mg _ oy o — (3%29)

da M 202
Odhad energie zakladniho stavu varia¢ni metodou je pak

EYM - F _3(2Y° 1M?h? ’ 9.20
0—(a0)—22 519 (9.20)

2. WKB metoda

Body obratu jsou z; =0 a 2z = Mig, z1 je pevny konec. Kvantovaci podminka

B
Mg

1 3
5 [ Pz =t D ple) = VEME — M),
0
po zintegrovani vede na vztah
8E3 _ +3) _ pwis _ (97 L3 2\ 5 v )’
oM YT T\ Y



Energie zakladniho vztahu uréend WKB metodou je tedy priblizné

1

EWKB _ % (372)F (%Mth‘?) . (9.21)

Energie je mozné urcit presné feSenim bezcasové Schrodingerovy rovnice pro ¢astici na
polopiimce

h? d*y

oM d?

s okrajovou podminkou ¢ (0) = 0. Substituci

+ Mgz = Evp,

.= (2]@—9) 2 Mgz — B), w(2) = ola)

rovnici pfevedeme na tvar
70 _ wo(a) = 0
— —z¢(z) =0,
dzx?

jejiz kvadraticky integrabilni feSeni je Airyho funkce Ai(z). Diskretizace energii plyne z

okrajové podminky
| 2\’

a z toho, Ze Ai(z) je nulova pouze v jistych hodnotach z. Uzly Airyho funkce se znaéi R,,,
jejich numerické hodnoty jsou v tabulkach, pro mala n maji priblizné hodnoty

Ry =-2,338, Ry =-4,088, Ry=—5,521.

Energie vyjadiené pomoci kofenti Airyho funkce jsou

1
1 3
E, = (—R,) (EMgzif) .
Porovnanim s ptibliznymi hodnotami ((9.20) a (9.21) dostaneme

EYM ~ 1,059,
EYVEB ~ 0,992F,.

Pro vyssi hladiny dava WKB metoda jesté presnéjsi odhad energii
EVEB ~0,998E,, E)Y*P ~0,999E,.
Cviceni 31. Uvazujte LHO na poloprimce, tj. ¢astici v potencidlu

Lyw?a?, x>0
_ 2 Y )
Viz) = { 400, x<0.

Najdéte pribliznou hodnotu energie zdikladniho stavu
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1. pouZitim variacni metody se zkuSebni funkci

2
Cxe ", x>0,

vloa) = O
2. pouzitim WKB aproximace.
Navod:

1. Varia¢ni metoda

Funkci musime spravné normovat

[e.9]

(¥, ) = 02/:1626_2‘“ ll=0=2 (23&3)4

™
0

Stfedni hodnota energie ve stavu ¢(«) pak je

EB(a) = (v(a), Hy(a))

+o0o
2a° hZ —2ax? 20x?
= 16\/ oYY 7%(3 — 2az?)e dac+4Mw\/ /xe dx

B 3h2 +3Mw2
— o T8a

Nalezneme minimum funkce

dE(a)  3h* 3Mw? 0= Mw
= —_ = on = ——.
da oM 8a2 7 on

Odhad energie zédkladniho stavu varia¢ni metodou je tedy

EYM = E(ap) = ;hw

2. WKB metoda

Body obratu jsou z1 =0 a x5 = ,/Ai—fg, x1 je pevny konec. Kvantovaci podminka je
tedy

2F

mw?2

% / p(x)dx il (n + Z)ﬂ', p(q:) = \/ZM(E — %Mw2x2>.

0

Integral miizeme spocitat substituci z = xs siny, dr = x5 cos ydy, vysledek je

1 Mo f Mw , | M E
7 / p(z)dr = Tw / \/ 13 — 22dx = Twm‘g/cos2 ydy = wagz = ;hw
0 0
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Energie pak vyjdou rovny

EWEB — (Qn—i—g) fw, n=0,1,2,...

Energie zakladniho vztahu uréend WKB metodou je tedy

EYVEB = ;hw

V obou pripadech jsme dostali presny vysledek. Reseni bezcasové Schrodingerovy rov-
nice pro LHO na polopiimce je mozné nalézt exaktné - pro x > 0 jsou to vlastni funkce
hamiltonidnu LHO s lichym kvantovym ¢islem 2n + 1, které spojité navazeme na nulu pro
x < 0. Energie odpovidaji energiim LHO s lichym kvantovym ¢islem, tj.

1
E,=02n+1+ §)hw =(2n+ ;)hw.

Cviceni 32. Elektron je v kovu vdzdn potencidlem

0, z<0,
VO(I):{% x> 0.

Jakd je pravdépodobnost uvolneni elektronu s energii E pri zapnuti vnéjsiho elektrického
homogenniho pole s intenzitou € (tzv. studend emise elektroni)?

Navod: Po zapnuti vnéjsitho pole se potencial zméni na

0, =<0,
V(x)—{ Vo—efx, x>0.

V priiblizeni £ < V; je pravdépodobnost uvolnéni elektronu déna Gamowovym koeficien-
tem priniku ((9.14)

T2

2

T = exp ——/\/2M(V(x)—E)dx : :@sz_E.

e€

h
0

Po integraci dostaneme

4V2M(Vy — E)2
T=exp|— Shef )

Pravdépodobnost tedy exponencialné roste s intenzitou elektrického pole.
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Kapitola 10

Ruzné obrazy casového vyvoje v
kvantové mechanice

10.1 Schrodingerav obraz

Dosud jsme pracovali s kvantovou mechanikou v tzv. Schréodingerové obraze, kdy se s ¢asem
vyviji stavy a operéatory pozorovatelnych jsou typicky na ¢ase nezavislé (maximélné se
mohou ménit s ¢asem podle né&jakého predepsaného zptsobu, ale ne v dusledku dynamiky).
Casovy vyvoj stavi je dan Schrédingerovou rovnici

N 0
H|p) = maW% (10.1)

s pocateéni podminkou |¢)(ty)) v né&jakém case t. Casovy vyvoj stavi lze alternativné
popsat pomoci evolu¢niho operatoru U (¢, ty)

[4(t)) = U(t, to) [ (to)), (10.2)
ktery je linedrni, unitarni
Ult,to)T = U™ (¢, tg) = Ulto, 1), (10.3)
a splituje vlastnost pro vSechna (ty € (11,t3))
Ults, t1) = Ults, t2)U(t2, t1). (10.4)
Evolu¢ni operator ve Schrodingerové obrazu je urcen fesenim diferencialni rovnice
HU(t,t) = ih%ﬁ(t, to), Ulto.to) = 1I. (10.5)
V pripadé, ze je hamiltonian na case nezavisly ma evolu¢ni operéator tvar
Ult, to) = e nHt=t0), (10.6)

V dalsim budou pozorovatelné a kety bez horniho indexu znacit Schrodingeruv obraz. V
néjakém Case t; (nemusi byt nutné roven ) se rizné obrazy budou shodovat.
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10.2 Heisenbergiv obraz

V Heisenbergové obraze je ¢asovy vyvoj preveden ze stavi na pozorovatelné. Stavy v Hei-
senbergové obraze jsou definovany predpisem

W (1) = U HE ) () = [0 (h) = 1), (10.7)
tj. vektory se s Casem neméni. Vztah mezi pozorovatelnou v Heisenbergové a Schrédingerové
obraze je

- A A A T A A A

AR (1)) = U7t 1) A(t) (U‘l(t,t1)> = Ut (t, ) AU (L, 1) (10.8)
Predpovédi vysledktt méreni, jako napft. stfedni hodnoty, jsou v obou obrazech ve vsech
¢asech shodné

(g = (ATt 10)) . (10.9)
Casovou derivaci rovnice 1} a pouzitim rovnice pro evolu¢ni operdtor ve Schro-

dingerové obrazu ((10.5)) dostaneme pohybovou rovnici pro pozorovatelné v Heisenbergové
obrazu

d . - L0~ DA()\ -
— AR (tt) = U'(tt —[Ath} —2 | U(t,t 10.10
S ) m1>@h 0,80+ =52 | U n)  (100)
1. - A DA(t) -
= = [AH(t;tl),HH(t)] + U (t, ) 85 )U(t,tl), (10.11)
i
s pocatecni podminkou R R
A (t1:t)) = A(t). (10.12)
Tato rovnice je analogii Hamiltonovy pohybové rovnice v klasické mechanice
da da
—={a,H} + —. 10.1
o H)+ (10.13)
Pokud je hamiltonian H nezavisly na case, pak komutuje s U (t,t1) a tedy
H(t)=H. (10.14)
V takovém piipadé muzeme pohybovou rovnici ((10.11]) zapsat ve tvaru
d ; 17, S OA(t) -
— A (t;t :—[AHt H} Ut(t,t Ult,ty). 10.15
dt ( ) 1) ih ( )’ + ( ) 1) ot ( ) 1) ( )

Pokud je A integral pohybu, pak je v Heisenbergové obraze konstantni AH(t; t1) = A(tl),
takze z rovnice ((10.15)) dostaneme

A

A(t),H} 4 04)

th [ ot
coz souhlasi s podminkou na integral pohybu ve Schrodingerové obraze odvozenou z ne-
ménnosti stfednich hodnot A ve v8ech feSenich Schrédingerovy rovnice

%m@ = <ih [A(”’Iﬂ * %ﬁtvw =0, W)

— 0, (10.16)

1
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10.3 Diractv (interakéni) obraz

Diracuv (interakéni) obraz je kombinaci Schrédingerova a Heisenbergova obrazu, kde na
Case zavisi stavy i pozorovatelné. Uvazujeme hamiltonian tvaru

H=Hy+V, (10.17)
kde H, je hamiltonian nezéavisly na case, pro ktery zname operator ¢asového vyvoje
U(t, ;) = e~ nHoli=t), (10.18)

Operator V popisuje napf. interakei s vnéjsim polem, které mize byt zavislé na ¢ase. Stavy
a pozorovatelné v Diracové obraze jsou definovany vztahy

WP () = Uit t)[e()), (10.19)
AP(t:t) = ULt t)AQR)Ty(t, ty). (10.20)

Derivaci ([10.19)) podle ¢asu dostaneme pohybovou rovnici pro stavy v Diracové obraze (tzv.
Schwinger-Tomonagova rovnice)

VPt ) [P () = ih%hpl)(t; t1)). (10.21)

Stavy se tedy vyviji podle interakéniho ¢lenu v Diracové obraze. Analogicky, derivaci ((10.20))
podle ¢asu dostaneme pohybovou rovnici pro pozorovatelné v Diracové obraze (vyuzijeme
toho, 7e Hy je nezavisly na ¢ase a komutuje s Ug(t t1), takze H0 = Hg)

d . D AD (4. a rt
AP () = — [A (t,tl),Ho} F ULt t)

DA(t)

j 10.22
325 UO(tat1> (0 )

Tato rovnice ma stejny tvar jako pohybové rovnice v Heisenbergové obraze s ¢asové neza-
vislym hamiltonidnem H, (10.15)
Zavedeme déle evoluéni operator v Diracové obraze UP (t,tg;t1) = S(t,to;t1) vztahem

WP (1)) = S(t, to; t1) [P (to; 1)) (10.23)
S(t, to; t1) je feSenim rovnice
d - . .
ih=2S(t to; 1) = V7 (5 1) S( to; 1), (10.24)

s pocatecni podminkou ) )

Porovnanim ([10.2)) a (10.19)) vidime, Ze evolu¢ni operator v Diracové obraze miZeme zapsat
jako soucin ) ) ) R
S(t,to;ty) = Ud(t, t1)U(t, to)Up(to, t1), (10.26)
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kde U (t,t0) je evoluéni operator pro celkovy hamiltonian .

V Heisenberové a Diracové obrazu je parametr ¢, ktery urcuje, kdy se obrazy shoduji
se Schrodingerovym. V praxi se setkdme se dvéma piipady. Bud zkouméame ¢asovy vyvoj
o konec¢ny cas, pak se typicky voli t; = ty. V takovém piipadé t; v predchozich vztazich
nemusime vypisovat. Evolu¢ni operator v Diracové obraze se zjednodussi na

S(t,t0) = Ui (t,0)U ¢, to). (10.27)

Ve druhém piipadé, ktery odpovida rozptylu, uvazujeme tq — —oo, t — 400, a t; se
typicky voli rovné nule a opét se explicitné nevypisuje. Evolu¢ni operdtor v Diracové obraze
v limité definuje tzv. operator S-matice

S= lim S(tty)= lim Uit 0T ty)Up(to,0).
top — —o0 tog — —o0
t — +0o0 t — 400

10.4 Priklady

Cviceni 33. Naleznéte v Heisenbergove obraze operdtory polohy X (t) a hybnosti P (t)
pro volnou castici na primce. Urcete casovy vyvog strednich hodnot polohy a hybnosti v li-
bovolném stavu |1(t)). UvaZujte, Ze v case t; = tg = 0 se Schrodingeriv a Heisenbergiv
obraz shoduyt.

Navod: Hamiltonidn volné ¢éstice na primce je tvaru
P2
H=—.
2M

Jelikoz je hamiltonian na Case nezéavisly, budeme se snazit najit pohybové rovnice (10.15)
pro operatory X () a PH(t). Proto spoc¢itame komutatory

. P2
X | =qn
on | T

5 - P
x| = -
| W

[P, H} — 0.

Dosazenim do pohybovych rovnic dostavame

d/\H 1’\1. g il il pH
el - XH] T
dt ihU[ HJU=T3p
d -

1 - A AT A
Spt = Ot [P U =0,
dt ih

Postup feseni téchto rovnic je analogicky jako napt. v TEF jen s tim rozdilem, Ze dvojici
integracnich konstant nahradi dvojice na ¢ase nezavislych operatori. Snadno nahlédneme,
7e TeSeni druhé rovnice je



Dosazenim do prvni rovnice a integraci ziskdme

~

N A R
XH(t) = iR

Pocateéni podminky tikaji, ze v ¢ase t = 0 Schrodingertiiv a Heisebergiv obraz splyvaji,
tedy X#(0) = X a PH#(0) = P. Po dosazeni do rovnic ziskdvame Tesen{

P A
XH(t) = —t+ X,
0 = +
Pty = P.
Nyni vyuzijeme toho, Ze stfedni hodnota pozorovatelné v case t je stejna jako stredni
hodnota pozorovatelné vyjadiené v Heisenbergové obraze v libovolném case vyvoje. Pak
totiz

A

A P .
Koty = R Ohio = T4 4 (%) = Dot 1 2y,

A

(Plowy = (P(1)) ) = (Phy) = po-

Vysledek 1ika, ze stfedni hodnoty pozorovatelnych sleduji klasické trajektorie a ze stiedni
hodnota hybnosti zlistava konstantni, coz plné souhlasi se zékonem zachovani hybnosti.

Cviceni 34. Naleznéte v Heisenbergové obraze operdtory polohy XH(t) a hybnosti PH(t)
pro castici na primce v homogennim poli. Urcete casovy vyvoj stiednich hodnot polohy a
hybnosti v libovolném stavu |1(t)). UvaZugte, Ze v case t; = ty = 0 se Schrédingeriv a
Heisenbergiiv obraz shodugi.

Navod: Hamiltonian pro studovany systém je tvaru

. p? .
H=——-FkX.
2M
Spoc¢teme prislusné komutatory s hamiltonidnem, které potifebujeme pro urceni rovnic ¢a-

sového vyvoje operatort X? a PH.

o . P2 P
X H} — X, | =i
[ ) 72M /L M?
[15, H} _ [P,—kf(} — ihk,
Dosazenim do vztahu (10.15) ziskdme
d - 1 oos o . pH
XM = SO XA 0=
dt in ’ M
d P P I
Spi o= [P H] U = kl.
dt T



Druhou rovnici mizeme piimo zintegrovat a po zapocteni pocatecni podminky, totiz ze
PH(0) = P dostavame jeji Yesenf

PH(t) = P+ kt]

Dosadime-li jej do rovnice pro X (t), ziskdme

Integraci ziskAme po zohlednéni podatecni podminky X*#(0) = X dostavame

. . P k.
H _
XAt = X+ ot + 5ol

Oznaéime-li (X )w(0) = To A <p>1/)(0) = po, pak pro st¥edni hodnoty s vyuzitim vztahu (10.9))

. P kt?
Koy = (X D)oo =20+ 37t + 577

(Plowy = (P"())yo) = po + kt.
Cviceni 35. Naleznéte XH(t) a PH(t) pro LHO. Urcete casovy vyvoj strednich hodnot po-
lohy a hybnosti v libovolném stavu |1 (t)). Cemu je rovno a'’(t), resp. af'T(t)? Z tvaru a* (t)

urcete casovy vyjvoj koherentnich stavi. UvaZugjte, Ze v case t1 = tog = 0 se Schrodingeriv a
Heisenbergiiv obraz shoduyi.

Navod: Hamiltonidan LHO je

. = P
X H] - S —ih—
[ ’ oM | T
~ A ~ 1 ~ ~
[P,H] - [P,éMwQXQ}:—ithzX.

Pohybové rovnice pro operatory polohy a hybnosti v Heisenbergové obraze pak maji tvar

d 1oifo o1 PH

X~ O[O = =

dt ih ’ M’

d . 1 nila o7

ZPH = Ut [PH| U = —Mw? X
]



Postup Teseni téchto rovnic je stejny jako v klasické mechanice, jen integrac¢ni konstanty
budou operatory. Prvni rovnici zderivujeme podle ¢asu a dosadime za %PH ze druhé

Regenfm rovnice je
XH(t) = Acoswt + Bsinwt,

kde A a B jsou na case nezavislé operatory. Pro PH (t) pak dostaneme
PH(t) = —MwAsinwt + MwB cos wt.

Operatory A a B ur¢ime z pocéate¢nich podminek

_ A

X70) = X =
P = MuwB.

PH(0) =

Pro LHO jsou tedy operétory polohy a hybnosti v Heisenbergové obraze rovny

5 P
X7(t) = Xcoswt+ M—wsinwt,

PH(t) = —MwXsinwt + P coswt.

Tyto vysledky jsou presnou analogii Feseni klasickych pohybovych rovnic (divodem je, Ze
hamiltonian LHO je kvadraticky v poloze i hybnosti). Diky vztahu ((10.9) odsud snadno
nalezneme casovy vyvoj stfednich hodnot polohy a hybnosti v libovolném stavu

. . .
<X>w(t) = <XH(75)>¢(0) = g coswt + M_((),u sin wt,

(P)uy = (PH(t))yo) = —Mwzgsinwt + pycoswt,

kde xg a pg znaci pocatecni stfedni hodnoty polohy a hybnosti

~ ~

zo = (X)yp©), Po=(P)y0)-

Stiredni hodnoty polohy a hybnosti LHO sleduji klasickou trajektorii, jak ostatné plyne i z
Ehrenfestova teorému.
Pro posunovaci operatory plati komutac¢ni relace s hamiltonidnem

[Ha} = _hwa, [F[,dq — hwal
Pohybové rovnice pro anihilac¢ni operator v Heisenbergové obraze je tedy

d.og 1 oil 217 A H
—a' =—=U H] U=- :
dta th [a, wa
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a'(t) = ae ™"
Kreac¢ni operator dostaneme hermitovskym sdruzenim
aft(t) = ale™".
Koherentni stav v Heisenbergové obraze je nezavisly na case
@) = U'la(t)) = |a(0),

a plati pro néj ‘ ‘
a (t)|a™) = ae™*"a(0)) = a(0)e™'|a’).

Ve Schrédingerové obraze dostaneme
dla) = U0 () = Ua” ()]a™) = Ta(0)ea(0)) = a(0)e™|a(t)),
tj. koherentni stav ziistava koherentni v kazdém case, vlastni ¢islo a se s casem méni
at) = a(0)e ™"

Stejny vysledek jsme obdrzeli v zimnim semestru feSenim Schrédingerovy rovnice, ale k
tomu jsme potiebovali nejprve nalézt rozklad koherentniho stavu do baze vlastnich vektori
hamiltonianu.

Cviceni 36. Spin % s magnetickym momentem i je v homogennim magnetickém poli ve
SMETU 08Y 2 B = (0,0, By). Urcete casovy vijvoj operdtori sloZek spinu v Heisenbergové
obraze SJH(t). V ¢ase t; = 0 se Schrodingeriv a Heisenbergiv obraz shoduje.

Navod: Hamiltonian pro spin % v magnetickém poli je

A A o By - N
H:—ﬁ'B:—uS;),:—wOSg.

Komutatory slozek spinu s hamiltonianem jsou

-S’l, f{- = —Cdo’ih€132;§2 = ih&]ogg,
-327 il = —woByiheys S = —ihwoS,
S. H| = 0.

Treti slozka spinu je integral pohybu, v Heisenbergové obraze je stejna jako ve Schrodin-
gerove

SH(t) = Ss.
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Pohybové rovnice pro prvni dvé slozky v Heisenbergové obrazu jsou

d - 1 - S A

%S{{ = %UT |:51,H:| U :UJOS;I,

d 1 avra ~7 - .

S5 = U [SQ,H}U:—WOS{I.

Prvni rovnici zderivujeme podle ¢asu a dosadime za %SQH ze druhé

d2 OH 2 QH

ReSenim této rovnice je R R R
ST (t) = Acos(wpt) + B sin(wot).
Pro druhou slozku spinu v Heisenbergové obrazu dostaneme
SH(t) = — Asin(wot) + B cos(wot).
Operatory A a B ur¢ime z pocéate¢nich podminek
SfHo) = S =4,

@)
~—

Slozky operatoru spinu v Heisenbergové obraze jsou tedy
SH(t) = S cos(wot) 4+ Sy sin(wot),
SH) = —8ysin(wot) + S cos(wot),
Sty = 8.

éasovy vyvoj odpovida rotaci okolo osy z o thel wyt.

Cviceni 37. Uvazujte dvouhladinovy atom s bazickymi stavy |g) = (é) (zdkladni stav) a

le) = <(1)> (excitovany stav), které odpovidaji energitm FE. Hamiltonidn volného atomu
md tvar

hwo

Hy = Ele)e| — E|g){g| = —leel = %Ig)(gl = —% ((1) _01) )

kde wy = % je prechodovd frekvence atomu (odpovidd tihlové frekvenci fotonu vyzdieného
pri preskoku z excitované hladiny na zdkladni). Atom je v klasickém harmonickém elektric-
kém poli o frekvenci w (hvézdicka znaci komplexni sdruZent)

E(t) = Ege ™! + Eze™,
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V' dipolové aproximact je interakce atomu s polem popsand operdtorem

A~

V()= —B- E),
kde operdtor dipolového momentu atomu je (cfje néjaky konstantni vektor)

D = dle){g| + d*|g){e|-

Naleznéte interakéni élen v Diracove obraze VP(t). V ¢ase t; = 0 se Schridingeriv a
Diraciv obraz shodugi.

Navod: Nejprve upravime interakéni hamiltonidn ve Schrodingerové obraze
V() = = (deygl+ & lgyel) - (Boe " + Eye ')
= —(d Bt d- By ) ey gl — (& - Boe ™" + & - Ege™') |g)el.

Oznac¢ime si

d-Ey=ah, d-Ef=ah
Interakéni ¢len pak zapiSeme ve tvaru
V(t) = —h (ae ™" +ae™") |e)(g] — h (@™ + a*e™) |g){el,
coz odpovida matici ve standardni bazi

0 &“*e—iwt + a*eiwt
V(t) =—h (aeiwt + &6&01& 0 ) :

Snadno uréime matici evoluéniho operatoru pro volny atom

. i20¢ iwot
_ig e 0 _;way (€000
UO(t) = e ntl = < 0 e_i‘*’QOt> =e 2t < 0 1> .

Matice interakéniho ¢lenu v Diracové obraze je potom rovna soucinu

= o (5 Yo )

B _h 0 (&*efiwt +a*€iwt) efiwot
(a '

6fzwt _|_ &/ezwt) ezwot 0

Oznaéime-li A = w — wy, pak lze VP (t) zapsat ve tvaru
~x ,—i(wtwo)t * JTAL
V() = —h< 0 ae tae > . (10.28)

ae—iAt + &/ei(w+wg)t 0
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Kapitola 11

Prechody v dvouhladinovych systémech

Pro dvouhladinovy systém, jako je spin %, je v urcitych pripadech mozné exaktné vyftesit
Schrédingerovu rovnici i pro ¢asové zavisly hamiltonian tvaru
H(t) = Hy+ V(2).

~

Jak uvidime, vlivem poruchy V'(t) dochézi k prechodim mezi vlastnimi stavy volného
hamiltonidnu Hy. Jednim z takovychto modelii je spin v rotujicim magnetickém poli, ktery
si nyni probereme. Tento model predstavuje zakladni fyzikalni princip nuklearni magnetické
rezonance. Navic je na néj mozné pievést obecné dvouhladinové systémy s konstantni
nebo harmonickou poruchou volného hamiltonidnu. Uk&Zeme si i jeho vyuziti v precizni
spektroskopii.

11.1 Spin v rotujicim magnetickém poli
Uvazujme spin % v magnetickém poli
B(t) = By + By (1),
které lze rozlozit na statickou cast éo ve smeéru osy 2
By = (0,0, By),

a Casoveé zavislou cast él (1), ktera svira s osou z thel € a rotuje kolem ni tthlovou rychlosti
w, tj.
By (t) = (Bysinf coswt, — By sin 0 sinwt, By cos ).

Hamiltonian spinu je na case zavisly

N A o Bg ~ B N A A
H(t) = —pi-B(t) = —uSg _ A [sin@ <5’1 coswt — Sy sinwt) — S5 cos 9}
h h
= —(wo + wy cos 0) S5 — w; sin 0 (Sl coswt — Sy sinwt) (11.1)

h (wg +wicosf  wysinfet )

2 \ wysinfe ™t —wy — wy cosh
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kde jsme zavedli prechodové frekvence spinu v polich intenzity By a By

_ kB _ kB
TR YT R

V redlnych aplikacich je By < By, takze i w; < wp.

Wo

11.1.1 Reseni Schrodingerovy rovnice prechodem do rotujici sou-
stavy

Vyuzijeme toho, Ze ¢asové zavisla ¢ast hamiltonianu lze napsat jako S otoceny o thel —wt
okolo osy z

Sy coswt — Sy sinwt = ents G e 1w — R.(—wt)S Rl (—wt).

Protoze Ss komutuje s operdatorem rotace okolo osy z, miizeme hamiltonian (|11.1)) zapsat
ve tvaru

~

H(t) = R.(—wt) <—(w0 + w; c0s0) S5 — wi sin 931) Ri(—wt) = R.(—wt) H(0)RI (—wt),

tj. Casovou zavislost lze separovat jako dodate¢nou rotaci. Pfejdeme do rotujici souradné
soustavy

W' (t)) = RL(—wt) |y (2)).

Ze Schrodingerovy rovnice pro |¢(t)) dostaneme rovnici v rotujici soustavé

d o (d, : d

@) = in (Al ) o) + Rt in (o)
—_————
H(t)]4(t))

i (—ﬁws) RI(~wt)b(1)) + RL(—wt) H (1) Ra(—wt) RE (~wt) (1))

71(0)
= (H(0) +wSs) [8/(1)) = Heglt? (1)), (11.2)
s efektivnim hamiltonidnem nezavislym na Case
ﬁef = ﬁ(O) +wS; = (A — wy cos «9)5'3 —w;sin S, = Qg - S. (11.3)

Zde A (detuning) znaci rozdil frekvence rotujictho magnetického pole a prechodové frek-
vence spinu wy
A=w-— wo-

Dale jsme zavedli Rabiho frekvenci €2 a jednotkovy vektor ng vztahy

1
Q= \/A2 — 2Awy cosf +wi,  Tig = 5(—0.11 sin#,0, A — w; cosb). (11.4)
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V rotujici soustavé snadno nalezneme feseni Schrédingerovy rovnice (11.2)) (v ¢ase to =0
se laboratorni a rotujici soustava shoduji, tj. [¢'(0)) = [(0)))

(1)) = e Hest g/ (0)) = e F S|y (0)) = Ry (Q1)[16(0)), (11.5)

lze ho napsat jako rotaci poc¢atecniho stavu okolo osy 7ig o thel Qt. Do laboratorni soustavy
se vratime dodatec¢nou rotaci okolo osy z, tj.

~

() = Ra(—wt) Rag (U)[1(0)) = et =3280y 0)) = U(1,0)|:(0)).  (11.6)

Zde jsme zavedli evolu¢éni operator U (t,0), ktery odpovida casovému vyvoji z tp = 0 do
t. Protoze hamiltonian (|11.1) zavisi na Case, je evolu¢ni operator zéavisly na koncovém i
pocatecnim case, ne jen jejich rozdilu. Ve standardni béazi tvorené vlastnimi vektor S,
muzeme matici evolué¢niho operatoru U (t,0) s vyuzitim rotacnich matic pro spin % (]-2%0
zapsat ve tvaru

_ (3) (3)
Ut0) = R (—wt) R ()

o
— w_t]I_|_" w_t %]I_" &“."
= |cos | isin | - o3 ) { cos | 5 isin | - | 7ig -G
gy (B - A () ()
- ( 0 eigt) ‘wising i (Ot Qt A— 0 i (O
it sin () cos () + i sin ()
os (8) — 1St ()] 80 ot () o
el gin (&) e~i3t [cos (&) + jE=rcosl iy (2] e 715t
(11.7)
V daliim predpokladame, 7e vektor B; (t) rotuje v roviné xy, tj. 0 = 7 a
Bi(t) = (B coswt, — By sinwt, 0). (11.8)

Rabiho frekvence a jednotkovy vektor 7 se pak zjednodusi na

Matice evolu¢niho operatoru (11.7) pro § = 7 je

[cos (%) — i% sin (%)} e i sin (Qt) st
U0 = (11.10)

1% sin (%) e it [cos (Qt) + i% sin (Qt)} e ist

IS
~
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11.1.2 Pravdépodobnost pieklopeni spinu, 7- a -puls

Uvazujme nyni pocatecni stav

1
60 =14 = ) = 000
Stav spinu v Case t je roven

[cos (&) — iS5 sin (&)] e'2?
v = v = (Qt) ey : (11.11)

Pravdépodobnost naméteni kladné nebo zaporné projekce spinu do osy z v ¢ase t je

We(t) = cos? (%)+<%) 2 <%)

W_(t) = ;;—IZSiHQ (%) :ﬁsm (%) (11.12)

w1

Vidime, ze pravdepodobnost preklopenl spinu osciluje s Rabiho frekvenci (2. Maximalni
hodnoty dosédhne po case A ktery odpovida délce tzv. m-pulsu, kdy

Qr® = x.

Prubéh W_(t) s ¢asem je znézornén na obrazku (11.1)) pro A = 0,ws, 2w;.
Maximalni pravdépodobnost preklopeni spinu je rovna

2
maw _ Wi _ 1

— - 2_—2.
{ 1+<§1>

Wmar m4 jako funkce A/w; vyrazné rezonantni charakter, viz. obrazek . V rezonanci,
kdy w = wy a tedy A =0, je W™ = 1. Tomuto jevu se iikd magnetickd rezonance.

Rabiho frekvence se v rezonanci shoduje s frekvenci wy a délka m-pulsu je tedy 79 = o
Pokud puls trva poloviéni dobu (3-puls), dojde k pieklopeni spinu do roviny zy. Vektor
fiq (11.9) mifi v zaporném sméru osy x, g = (—1,0,0). V rotujici soustavé bude
spin po 5 —pulsu mifit ve sméru osy y

) =i (5) = (5 3) (o) =75 (3) =l

V laboratorni soustavé musime udélat dodate¢nou rotaci okolo osy z

wQ . w0
. ’L7Tw O 1 1 1 6’L7’l'rw1

TOW — A (—r 2 ) wrop = (¢ Vo) () 2 =
() o W@ = " fa ) 5 ) =7 (e

(11.13)



Obrézek 11.1: Pribéh pravdépodobnosti preklopeni spinu ([11.12) v rezonanci A = 0
(modréa ¢ara), A = w; (Cervend Carkovana cara) a A = 2w; (Cernd Cerchovana ¢ara).
Maxima je dosazeno po w-pulsu pro dané A.

Vysledek odpovida ¢istému stavu s vektorem polarizace p'= (cos (7‘(‘%) , —sin (ﬂf—&) , 0) .
Matice evolu¢niho operatoru od casu to = 0 (11.10]) se pro 3- a m-puls zjednodusi na

1 emia (1—1i%) (e
U(TéA)ﬁ) = 5 , (11.14)
cwi L, —iT —im A
ige "o e "ia (1+z5)
AN 7 c W T s
—1qea i5te'™ 0
U(T:%,0) = (
W1 —iTas  SA TS
ige"Mea jgem 20

V rezonanci dostaneme

1 elﬂm ielﬂ'm
U(Tﬁ()),o) - (e e
5 \/§ ZleimTOl efmﬁ
0 e
U(T,0) = | e .
e 291 0

11.1.3 Nuklearni magneticka rezonance

Nalezena odezva spinu na rotujici magnetické pole zachycuje zakladni fyzikdlni princip
nukledrni magnetické rezonance, které lze vyuzit napt. v zobrazovani a diagnostice (mag-
netic resonance imaging - MRI), nebo ve spektroskopii. V medicinskych aplikacich MRI se
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Obréazek 11.2: Maximalni pravdépodobnost pieklopeni spinu (11.13)) jako funkce A.

vyuziva spinu jadra vodiku (protonu) v molekule vody. Za bé&znych teplot a bez magnetic-
kého pole jsou spiny orientovany nahodné. Silnym statickym polem By se dostatecns velka
¢ast spint orientuje ve sméru osy z, vznikne tzv. longitudinalni magnetizace. Nasledné se
aplikuje rezonancni Z-puls, ktery spiny pieklopi do roviny xy. Po skonceni pulsu spiny dale
rotuji v této roviné s frekvenci wy a vytvaii oscilujici magnetické pole, které je zazname-
nano detekéni civkou. Sila signélu je tmérna hustoté spintu - je tedy mozné urcit mnozstvi
molekul vody v daném misté a tak rozlisit rizné tkané. Signal navic exponencidlné klesa v
dusledku vzajemné interakee spinti s ¢asovou Skilou T (stfedni doba poklesu signalu na 1/e
puvodni hodnoty). Uréenim 75 lze napt. detekovat abnorméalni akumulaci tekutin v daném
misté (otok). Spiny se také postupné vraci do rovnovahy s okolim, tj. znovu se orientuji ve
sméru osy 2z a dojde obnoveni longitudinalni magnetizace. Tento proces probihé na casové
skale T (fadové jedna sekunda), ktera se lisi pro ruzné tkané a je mozné ji dale ovlivnit
napf. pouzitim kontrastnich latek. Typické MRI pristroje pouzivaji statické magnetické
pole By intenzity v jednotkach T'. Dalsi tzv. gradientni magnety lokalné ovliviiuji hodnotu
By, a tedy i frekvence wy - tim lze dosahnout prostorového rozliseni fadové v desetinach
milimetru.

11.2 Obecny dvouhladinovy systém

Uvazujme nyni obecny dvouhladinovy systém s volnym hamiltonianem H’o a poruchou
V (t). Pohybovou rovnici pro stavy v Diracové obraze ((10.21))

WP (D) = VPP (1), (11.15)
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prepiSeme maticové v bazi vlastnich vektori volného hamiltonidnu |t 2). Zvolime jejich
poradi tak, ze plati E; < Es, a ozna¢ime

Ey — Ey

3 =w > 0.

Zavedeme d(t) jako sloupcovy vektor koeficientti rozvoje stavu [P (t))
d
a0 = (40)+ 19°0) = dioln) + o))

Ptechod mezi Schrodingerovym a Diracovym obrazem je dan Uo(t), takze

[6(6)) = Uo(? (1)) = da(B)e™ 7 ) + da(t)e™#5]uin).
Matice interakéntho élenu VP (¢) v Diracové obraze je v bazi {|ib), [1h2)} rovna

Vi (1) V12(t)€_m) ‘

Vs Vaslt -

VP(t) = UV () U(t) = (

Operator V(t) je hermitovsky, takze Vi1(t) a Vas(t) jsou realné funkee. Rovnici (11.15) pak

lze ekvivalentné zapsat maticové

ihd(t) = VP (t)d(t). (11.17)

11.2.1 Konstantni porucha pro dvouhladinovy systém

V piipadé konstantni poruchy V(t) = V je matice V?(t) (11.16) rovna

V V e—iwt
VP = 1 2 > . 11.18
0=, " (1119

Ma podobny tvar jako matice hamiltonidnu (L1.1]) pro spin v rotujicim magnetickém poli
z kapitoly (az na opa¢né znaménko w). Postup feSeni rovnice ((11.17) je analogicky -
¢asovou zavislost odseparujeme unitarni transformaci (rotaci)

VD(t> — 6_%th3VD(O)6%WtO—3.

V rotujici soustavé je matice efektivni interakce Ve? rovna

huw Vi — v
D _ yuDiy_ W (Vi 21
Ver Vo) 9 73 ( Var ‘/22—1-%)
Vit + Voo Vii — Voo — hw

= T ]—i—ReVm g1 —i—Ime o9 + 9 g3.
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Nésobek jednotkové matice je v ¢asovém vyvoji irelevantni (zpusobi dodateénou globalni

fazi, ktera nema zadny fyzikalni vyznam). Zbylou ¢ast lze zapsat ve tvaru ((11.3))
r ho
Ve? = §Qng -0

pomoci Rabiho frekvence 2 a jednotkového vektoru 7 (11.4))

4 Viy — V,
Q = AT+ Va2, A:%—w, (11.19)

. 1 /2 2
ng = Q (ﬁReVm,ﬁIme»A)-

Evoluéni operator v Diracové obraze je potom roven (viz. (11.10)))

S(t, O) — e 2wt036 7Qtng g
B wt I s wt Qt\ . L
= (cos{ 5 ) I —isin{ 5 Jog)|cos — isin 7 fig - O
o (8~ o (B~ ()
—22%/51 sm(m) ez¥ [cos( L) —I—zgsm(mﬂ ewt

Pro pocateéni podminku, kdy je ¢astice v ¢ase ty = 0 v zdkladnim stavu HO, tj.

a(0) = (})) |

je TfeSenim rovnice (11.17)) (viz. (11.11))

cos (2) — i3 sin (2)] 1

d(t) = S(t,0)d0) =

22;/31 sin (Qt) e3v

Odsud ur¢ime presné pravdépodobnosti pfechodu mezi stavy volného hamiltonianu za ¢as

T (vir. (LT
Wisa(T) = cos® <QTT> + (%) sin’ (QQT),

A|Vay |2 OT
Wio(T) = LETI. <—) (11.20)

h2€)? 2
Vzhledem k (|11.19)) plati

ar\ A2 4l Or
W1—>1(T) + W1—>2(T) = COSQ (7) + % Sin2 (7) =1.
N———

1
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Obrazek 11.3: Exaktni pravdépodobnosti pfechodu Wj_,; () (modra ¢ara) a Wi_,o(t) (Cer-
vena ¢ara). V obréazku je zvoleno Vi3 — Vog = 0.1 hw, |Va| = 0.3 hw. Rabiho frekvence je
potom priblizné 2 ~ 1.08 w.

11.2.2 Harmonickd porucha pro dvouhladinovy systém, rotating
wave aproximace

Prechodovou frekvenci systému pfeznacime na

E, — By
Wo1 = —Wig = ——F— =

a uvazujme harmonickou poruchu tvaru

kde matice operatoru v ma tvar

v = (Wfoluy)) = ( ) R

V21 V22
Matice interakéniho ¢lenu v Diracové obraze je

VD(t) = vin (€ + ™) Vg HWtwolt | 7, etw—wo)t
— vmefi(wfwo)t +@126i(w+wo)t Voo (eiwt + efi""t) .

V tomto piipadé obecné neumime vytesit pohybové rovnice (11.17]) analyticky. Pokud jsme

ale blizko rezonance, kdy
A=w-—wy=0,
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lze pouZit tzv. ,rotating wave approximation* (RWA). Spoéiva v tom, Ze ve V(1) pone-
chame pouze ¢leny tmérné e™A*. Ostatni ¢leny rychle osciluji a na delsi casové Skale se
jejich vliv vyrusi. V. RWA je pak interakéni ¢len v Diracové obraze roven

O 5 eiAt
Viwa(t) = (Umeﬂm 210 ) -

Ma tedy stejny tvar jako pro konstantni poruchu (11.18) s Vi3 = Vo = 0 a zaménou
w — —A. Postup feseni je analogicky, efektivni interakce je v tomto pripadé

KA hi( A 2 R,
_03:_(21}21 5_21):—9719-0.

D _ /D
Vi = Vawa(0) + 5 2 \2 5

Rabiho frekvence €2 a jednotkovy vektor 7q jsou

4 . 1 /2 2
0= A2+ﬁ|vz1’2, ng = %) (gRe Uzuﬁlm U217A> :
(RWA)

Pro harmonickou poruchu v RWA jsou tedy pravdépodobnosti pfechodu W, ;™ (T') dany

vztahy (11.20) s A = w — wy.

Pro ilustraci je na obrazku srovnani vysledku v RWA s numerickym FeSenim rovnic

[IL1D).

Wiy 05¢

Obrézek 11.4: Porovnéani pravdépodobnosti pfechodu v RWA s numerickym feSenim pohy-
bovych rovnic (11.17)). V simulacich je zvoleno w = 1.01 wy, v;; = 0.1 hwy

11.3 Precizni spektroskopie

Magnetické rezonance lze vyuzit k velmi presnému urceni vlastni prechodové frekvence
wy. Z predchoziho vime, Ze pravdépodobnost pireklopeni spinu zavisi na rozdilu frekvenci
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rotujicitho pole a spinu A, a také na dobé pusobeni pole. Maximélni pravdépodobnost
preklopeni 1ze dosahnout pro A = 0. Presnost urceni wy pak zavisi na $ifce maxima ¢ okolo
rezonance (tzv. full width at half maximum - FWHM). UkaZzeme si zakladni principy dvou
metod méfeni wy. V obou postupech ¢astice prolétavaji pristrojem rychlosti v magnetickymi
poli. V bezinterakéni oblasti je pouze statické pole ve sméru osy z é@, v interakcni oblasti je
navic pole él (t) rotujici v roviné zy . Doba piisobeni pole zavisi na rychlosti ¢astice
a délce oblasti.

11.3.1 Rabiho metoda méreni wy

V Rabiho pristroji mame pouze jednu interakéni oblast délky L. Dobu, kterou v ni ¢éstice
stravi, oznac¢ime jako 7 = % Pravdépodobnost preklopeni spinu po priletu Rabiho pri-
strojem je dané vztahem ((11.12]). Délka interakéni oblasti se zvoli tak, Ze je rovna m-pulsu

pro hledanou rezonanci, tj.

L
Z=r=T0 = wll (11.21)

Pravdépodobnost preklopeni spinu jako funkce A/w; je potom rovna

. 1 AN
Whai = gin? | Zy)1+ <—) : (11.22)
1+ (WA) . “

Priabéh této funkce je na obrazku vlevo. Sitka maxima § je Gmérna w; ~ %, jak lze
vidét z grafu vpravo pro rizné hodnoty w;. Pfesnost urceni frekvence wy lze tedy zlepsit
soucasnym prodlouzenim délky interakéni oblasti (zvétsi 7) a sniZenim intenzity rotujiciho
magnetického pole (zmensi w; ~ Bj) tak, Ze stale plati podminka . Ve skutec¢nosti
tu hraji podstatnou roli dalsi faktory (Gastice maji n&jaké netrivialni rozdéleni rychlosti,
rotujici magnetické pole neni dostateéné homogenni v celé interakéni oblasti), které sitku
maxima zvetsuji. VIiv téchto poruch roste s délkou interakéni oblasti. Piesnost urceni wy
tedy nelze zlepSovat prodluzovanim interakéni oblasti dle libosti. Existuje néjaka optimélni
délka L, pro kterou dosdhneme nejlepsi presnosti.

11.3.2 Ramseyho interferometr

Lepsi presnosti urceni wy lze dosdhnout pomoci Ramseyho interferometru, ktery se sklada
ze ti1 oblasti. V 1. a 3. je zapnuté rotujici magnetické pole, ve 2. je pouze statické pole ve
sméru osy z. Délka interakénich oblasti je stejné, oznacme ji opét L. Voli se tak, ze doba
pritletu interakéni oblasti 7 odpovidd F-pulsu pro hledanou rezonanci

£ =r=TV = .
v 2 2w

Délku bezinterakéni oblasti oznacime Lg, dobu priletu 7' = % Ukazeme, ze Sitka maxima
okolo rezonance bude nepfimo timérna 7.
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Obrézek 11.5: Vlevo je znazornéna pravdépodobnost pfeklopeni spinu v Rabiho piistroji
11.22)). Vpravo je stejna funkce pro w; = w§0) (Gerchovana ¢ernd ¢ara), w; = w%o) /2 (Car-

. s 0 e S : . o :
kovana ¢ervena ¢ara) a wy = w§ ) /5 (modra ¢ara). Sitka maxima klesé s klesajicim wy, je

AmeErna wy ~ .

Celkovy evolu¢ni operator pro Ramseyho interferometr U r lze zapsat jako soucin tii
evolucnich operatoru pro jednotlivé oblasti

UR = U(T+27,T+T) Uo(T+T,T) 0<T70)

Operéator U (7,0) mame v rovnici (11.10: . Uy je evolu¢ni operator v bezinterakéni oblasti,
kde je pouze statické magnetické pole By ve sméru osy z, tj.

A A 7 5 . A~ ZﬂT
Us(T +7,7) = Up(T) = e # 0T = cionSsT = (6 5 0 ) (11.23)
(&

;%0
12T

Evoluéni operator U(t, ) s libovolnym poc¢atecnim ¢asem t, uréime s vyuzitim vlastnosti

(10.4) a unitarity R R ) X R
Ult,to) = U(t,0) U(0,to) = U(t,0) U'(ty, 0).

Z tvaru evolu¢niho operatoru U (t,0) 1) pak dostaneme

%

U(t,to) ZGEWtSé e_ﬁQth'S ethOTLQ'S e—ﬁwtose, — GEWtS?’ e—ﬁQ(t—tO)nQ's €_EWt053. (1124)

b, o )
Ult,to) = R (—wt) R (Q(t — to)) B (wty)

o
[COS (M) — z% sin (M)} els (t—to) Z% sin (Q(t;to)) et (t+to)
i sin (2510)) emig o [cos (20519)) 4 i sin (250)) | emizew)

(11.25)
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vsimnéme si, ze v exponencidlach na antidiagonale je soucet ¢asu t + tg.
Urcéime nejprve amplitudu pravdépodobnosti preklopeni spinu po prichodu interfero-
metrem

A= <Z7_|(jR|Z7+> = <Z7_|U(T+ 27—7T+7—) UO(T+T7T) U<T7 0)|Z7 +>

Vypocet rozdélime na dvé &sti, uréime zv1ast Uy(T + 7,7) U(r,0)|z,+) a (z, —|U(T +
27,T + 7). Pro prvni ¢ast s pouzitim matice (11.23)) a vysledku ((11.11)) dostaneme

Uo(T +7,7) U(1,0)|2,4) = Us(T) U(r)1b(0) = Up(T)e(7)

- 0 e % sin (%) e '’
os (%) — i sin ()] 276 27
- . (11.26)
i%g sin (927) e 15T 1T

Druha c¢ast je diky (11.25)), kam dosadime ¢t =T + 27, to =T + 7, rovna

(z,—|U(T +21,T+71) =

Wi . & —i%(2T+37) & é . & —i%r
(z q Sin ( 5 ) e "2 , |cos | 5 —i—zQ sin | = e 27 |. (11.27)
Vynasobenim vektoru (11.26)) a (11.27)) dostaneme amplitudu pieklopeni spinu
A = z% sin (%) e~ 12 (2T+37) [cos <%) — z% sin <QT)1 57! 2T
+,w1 QT Ligr _itor Qr n
i sin| o )e=e cos | — z sin
= iPgin o e 7157 (| cos 9y _ @é sin emi2Ty
Q 2 2 Q
. Qr . A z‘é
cos | — 9 sin 5
— Q'ﬂ in & —iwr ,—igT & M _ é in & in £
= 2Zigs 5 e e cos | - | cos | — o5 5 )8 5 .

Pravdépodobnost preklopeni spinu po prichodu Ramseyho interferometrem je pak

A= (Y 2 (T “r ATN A o (0 o (AT
W_—|A_|—4<Q> sm(z)[cos(Q)cos(2 o sin | o )sin{ =

[
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Pror =T S)) = lze pravdépodobnost preklopeni spinu upravit do tvaru
2

4 AN AN AT
py Ramsey — sin? [ Z4/1 + <—) cos | T4 /1 + (—) cos (—) —
te(z) e B 2

w1
2

1 AN AT
= (X 1+ (—> sin (—) . (11.28)
A 2 4 w1 2
1+ (2)
w1
Prubéh této funkce pro T' = 57 je na obrazku [I1.6] vlevo. Jsou zde vidét typické tzké ostré
piky (Ramsey fringes). Blizko rezonance lze vztah (11.28)) aproximovat pomoci

AT
A0 = WY x cos? (7> : (11.29)

Stika piku okolo A = 0 je tedy nepiimo tmérna dobé priletu bezinterakéni oblasti T’
(viz. graf vpravo pro rizné hodnoty 7). VySsi pfesnosti uréeni wy tak lze dosdhnout jejim
prodlouzenim, coz je technicky jednodussi, nez v pripadé Rabiho pristroje.

1 1k

T Ramsey W Ramsey 51

0.5

a Z2 0 2 . —04 0.2 0 0.2 0.4

AJw; A/wy

Obrézek 11.6: Vlevo je znézornéna pravdépodobnost preklopeni spinu po prichodu Ram-
seyho interferometrem jako funkce A/w; pro T = 571 = ;—L Vpravo je pak okoli
rezonan¢niho maxima pro ruzné délky bezinterakéni oblasti - T' = 7 (Gerchovana Cerné
cara), T = 27 (Garkovana Gervena Gara) a T = 57 (modra ¢ara). Sifka maxima klesd s
rostoucim 7.

11.4 Priklady

Cviceni 38. V RWA naleznéte pravdépodobnost excitace atomu za cas T pro dvouhladinovyj
atom interagugici s klasickou elektrickou vinou ze cviceni [37. V case t = 0 je atom v
zakladnim stavu.
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Navod: Interakéni ¢len v Diracové obraze je ve vztahu (10.28). V RWA ma potom tvar
0 aeiAt
D = — .
VRWA(t) =—nh (ae—zAt 0 ) )

kde A = w — wy. Efektivni interakéni ¢len v rotujici soustavé je tedy

BA (A 2w\ _ Bl
5% 5 o0 —a) T3

Rabiho frekvence €2 a jednotkovy vektor 7ig jsou rovny

1
Q=A%+ 4|a|?, 7g == (—2Rea,—2Ima, A).
Q

Pravdépodobnost excitace atomu v ¢ase T' bude podle ((11.20) rovna

4)al? . QT
RWA _ 2
Wg(ﬁe NT) = 7 Sin < 5 )

Ve? = Viiwa(0) +

Cviceni 39. UvazZujte spin % v silném konstantnim poli ve sméru osy z 50 = (0,0, By) a
slabém oscilujicim poli v ose x B, = (2B cos(wt),0,0). V RWA naleznéte pravdépodobnost
preklopent spinu v case T'. 'V c¢ase t =0 md spin kladnou projekci do osy z.

Navod: Hamiltonian spinu v prislusnych magnetickych polich ma tvar

N ~ B A N ~
H= —TS;], — %2 cos(wt)S1 = —wpS3 — wi2 cos(wt)S; = Hy + V (1).

Oscilujici pole v ose = predstavuje harmonickou poruchu
V(t) = —wi Sy (e + e7™t),
V Diracové obraze dostaneme matici

huw 0 eiAt + efi(erwo)t
D 1
4 (t) = _7 (eiAt + el(wtwo)t 0 )

kde A = w — wy. Blizko rezonance, kdy A =~ 0 vyuzijeme RWA a nalezneme

A 0 eiAt

D 1

Viawa(t) = Ty (eiAt A
Efektivni interakéni ¢len v rotujici soustavé je tedy

hA . h A w1 . hQ_» -
375w ) T

Rabiho frekvence 2 a jednotkovy vektor 7g jsou rovny

/ 1
Q= A2+w%, ﬁgzﬁ(wl,O,A).

Pravdépodobnost preklopeni spinu v ¢ase T" bude podle (11.20f) rovna

2 QT
WERWA) (T) = % sin2 (7) .

‘/e? = Viwa(0) +
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Kapitola 12

Nestacionarni poruchova teorie

Uvazujeme hamiltonian tvaru

H(t) = Hy+ eV (1),

kde H, nezévisi na Case (volny hamiltonian). Pro jednoduchost predpokladejme, 7e Hy ma
¢isté bodové spektrum, tj. vlastni vektory |i),,) tvori ON bézi

ﬁ0|wm> = Emwjm>v <77Z)m|wn> = Omn, Z |wm><wm| = f (12'1)

Nagim cilem je urc¢it pravdépodobnost pfechodu mezi vlastnimi stavy volného hamiltonianu
[9(to)) = [1i) a |¢y) Casovym vyvojem z Casu ty do ty

Winsy = (sl (t0)) P = (s |0 (t5 to) [43)* (12.2)

Interakéni clen £V (t) povazujeme za malou poruchu.

12.1 Dysoniiv rozvoj evolué¢niho operatoru v Diracové
obraze

Budeme pracovat v Diracové obraze, ktery se v ¢ase t; = ty shoduje se Schrodingerovym.
S pouzitim (10.27) prepiSeme U(ty,ty) pomoci evoluéniho operatoru v Diracové obraze a
evolucniho operatoru pro volny hamiltonian

Ulty,to) = Us(ts, to)S(ty, to).

Finalnf stav |¢;) je vlastni vektor H,, takze pro pravdépodobnost prechodu 1. nalez-
neme

Wisr = [(@r|U (5, to) i) = [(s]S(Es, to) i) (12.3)
Evoluéni operator v Diracové obraze S (tf,to) se ridi diferencialni rovnici
d . . R X .
ihaS(t, to) = eVP(t)S(t,to),  S(to,to) = 1. (12.4)
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Jeji feseni hledame ve formé mocninné (Dysonovy) rady

Sty to) = Zgns(" (t7, o). (12.5)

Dosazenim do ((12.4) dostaneme postupné vztahy pro jednotlivé ¢leny
n=0:

d . ~
’hd §0=0 = SO%t)=1, (12.6)
n=1
d /
ESW = PPGO PP = G0t gg) = L / VP, (127)
to
n=2

ty

d - A A - N
Zhasu) = VDS(l) — 5(2) (tf,to) = _%/dtQVD(tQ)S(l)(tQ,to)dtQ

tf to
. 2
(<) e a2
to to

takZe pro n-ty ¢len plati

S™(ts,t) = <——> /dt /dtn L. /dtlf/D(tn)VD(tn1)...VD(t1). (12.9)

Zavedeme operaci ¢asového usporadani soucinu operatori (predpokladame, Ze ve stejném
Case t; = ty operatory komutuji)

A

A At)B(t2) t1 >t
T [A(t1>B(t2)] =y :
B(ty)A(t1) t1 <ty

analogicky pro libovolny pocet operatorii. Snadno nahlédneme, zZe plati nasledujici rovnost

ty ty ty
/dtn/dtn_l.../dtlT [f/D(tn)VD(tn_l)...VD(tl) —
to

to(n) to(2)

— Z/dt (n) / dt (n—1) /dtg(l)VD(tg(n))VD(t,,(n1))...VD(tU(1)) (12.10)

O'GSn t tO
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V sumé pres vSechny permutace n prvki je pak n! identickych ¢lentu. n-ty ¢len rozvoje
evolu¢niho operatoru v Diracové obraze pak muzeme zapsat pomoci T-sou¢inu ve tvaru

tr tr ty

R 1 i\" R R R

S™(tr,t0) = ~ (‘ﬁ) /dtn/dtn_l.../dtlT [VD(tn)VD(tn_l)...VD(tl)] , (12.11)
to to to

kde v8echny integraly maji stejné meze. Dysonovu fadu ((12.5) lze formalné zapsat jako
¢asové uspofadanou exponencidlu

ty ty ty
. <1/ i \" - . 5
Sty ty) = Zﬁ <—ﬁ5> /dtn/dtn_l.../dtlT [VD(tn)VD(tn_l)...VD(tl)]
n=0 " to to to
. tf
= T |exp —%5/dtVD(t) . (12.12)

to

12.2 Amplitudy prechodu

Maticové elementy rozvoje evolu¢niho operatoru v Diracové obraze (12.5)), tj. amplitudy
prechodu v n-tém tadu poruchového rozvoje, oznacime jako

S (t4,t0) = (ST (27, 1) |155)- (12.13)
Pravdépodobnost prechodu (|12.3)) je potom rovna

Wi = [S8t5,10) + 28015, 10) + 25205, 10) + | (12.14)
Pro nulty fad s pouzitim (12.6]) nalezneme
S (ts.to) = 5. (12.15)
V 1. fadu ze vztahu a prechodem do Schrodingerova obrazu dostaneme
oty oty
Sptrte) = 2 / At (| VP (1)) = 1 / dty (1|03 (11, to) V(t2) Dol ) )
fo 0 Pty e hEit1—t0) |y,
7
= = [ eSO ),

to

Oznacime si maticové elementy interakéniho ¢lenu ve Schrédingerové obraze V() v bazi
vlastnich vektort H,

an(t) = <wm|f/(t> |¢n>a
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a Bohrovy frekvence odpovidajici preskoku mezi stavy |¢,,) a |¢,)

Em_En
Wmn = — -
h

Amplitudu prechodu v 1. fadu pak zapiSeme ve tvaru

ty
Sﬁ)(tfatO) = —%/dtleiwﬁ(tl_to)vﬁ(il)- (12.16)

to

Ve druhém tadu s pouzitim (12.8]) a baze (12.1]) analogickym postupem nalezneme

) ty to
st = (—3) [t [ dntorV2(e) X om0 72 00100

mi

ty to
L\ 2
- (_%) Z/dt?/dtlvfml(tz)eiwfml(tQ_tO)lei(tl)eiwm”(tl_m)-
mi to to

Pro amplitudu prechodu v n-tém radu pak plati

Mnp—1

< n ty t2
S (ts to) = (—%) >y /dtn.../dtlvfmn1(tn)eiwf"”n1(t"to)...lei(tl)eiwmi(tl_to)
mi to to

12.3 Ptrechody v 1. fAdu poruchového rozvoje

V dalsim budeme pracovat v 1. fadu poruchového rozvoje a polozime ¢ = 1, {5 = 0 a
ty = T. Pocatecni a finalni stav musi byt rtzné, jinak dostaneme pro pravdépodobnost
prechodu nesmyslny vysledek. Pokud je totiz ¢« = f, pak je pravdépodobnost prechodu v
1. fadu rovna

St =

T 2
woT) = |1 [dvie)
0

Druhy ¢len na pravé strané je ryze imaginarni, protoze Vj; je diagonalni maticovy element
samosdruzeného operatoru a jako takovy musi byt realny. Pravdépodobnost navratu do
vychoziho stavu pak vychazi vétsi nebo rovna jedné. Uvazujme v dalsim ¢ # f. Pravdépo-
dobnost prechodu v 1. fadu je potom

T 2

1 )
= / dte™ 1 V(1) . (12.17)

0

i—f

wO (1) = ’S}?(T, 0)

‘ 2
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12.3.1 Porucha nezavisla na case

Pro interakei nezévislou na ¢ase V # V(t) muzeme ([12.17)) upravit do tvaru

4 VZ 2 . E _Ez’ T Vz
Wl (T) = (Ef|_—fg)28m2 (%) |;§| Ir(wys), (12.18)

kde I7(w) je funkce
T
, 4 T
Ir(w) = /dte“"t = — sin® (“—) : (12.19)
0

1. fad poruchového rozvoje 1ze pouzit pokud plati

Vil < [Ef — Ejl.

Pravdépodobnost prechodu jako funkce T' je zobrazena na obrazku m pro
rizné hodnoty wy,. S rostoucim wy; vyrazné klesa amplituda a oscilace se zrychluji. Je zde
vidét rezonancni charakter - pravdépodobnost prechodu je vyrazné vétsi pro malé wy;, tj.
blizké energetické hladiny. V limité wy; — 0 (pfechod mezi ortogonalnimi stavy v ramci
degenerované hladiny Ey = E;) plati

Obrazek 12.1: Pravdépodobnost prechodu v 1. fadu poruchové teorie m 12.18)) jako funkce T’
pro ruzne hodnoty wy;. Cern4 Cerchovana cara odpovida wy; = %, Cervena Carkovana cara

W = E a modra ¢ara wy; = =.
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Pro dvouhladinové systémy muzeme porovnat poruchovy vysledek (12.18)) s presnym
vysledkem ([11.20) pro prechod mezi stavy |1) a |2). Pokud lze V' povazovat za malou

poruchu, tj.
Va1 Vi1 — Vg
5 < w, 5 < w,
pak je Rabiho frekvence €2 ([11.19)) srovnatelnd s w. V takovém piipad€ je poruchovy vy-

sledek velmi blizky presnému

_ 4|‘/21|2 S.ng <£

202 5 > ~ W1~>2(T>7 (1220)

alespon na kratké casové skale T' < %’r Pro ilustraci je na obrazku m porovnéana piesna
pravdépodobnost prechodu (|11.20f) s vysledkem 1. fadu poruchového rozvoje ((12.20)). Pa-
rametry jsou zvoleny stejné jako v obrazku

0.3

W1—>2

0.15 |-

0 5 10

Obrazek 12.2: Pravdépodobnost prechodu ze zékladni na excitovanou hladinu dvouhladino-
vého systému. Cervené kiivka odpovida presnému vysledku (11.20]), ¢erna ¢arkovana cara
je 1. fad poruchového rozvoje ((12.20)). Parametry jsou zvoleny stejné jako v obrazku

Prubéh funkce I7(w) pro razné hodnoty 7' je znazornén na obrazku(12.3] S rostoucim T

je pik okolo w = 0 stale uzsi a vyssi. Polositka maxima I7(w) v nule je pfiblizné 2?“, mimo

tento interval je funkce v podstaté nulova. Za cas T tak miize dojit s nezanedbatelnou
pravdépodobnosti k prechodim pouze do této oblasti, tj.

|E;— E| AE 2
= <

we| = = —.
s h h =T
Odsud plynou ,relace neur¢itosti mezi ¢asem a energif*
h
AFE S ?7

které tikaji, ze za ¢as T' jsme schopni urcit energii s presnosti maximalné %
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Obrazek 12.3: Funkce I1(w) (12.19) pro rizné hodnoty T Cern4 Serchovana ¢ara odpovida

T = 2u, ¢ervené Carkovana c¢ara T' = 3u a modra cara T = 4u.

12.3.2 Harmonicka porucha

Uvazujme nyni harmonickou poruchu

A

V(t) = ve ™ + ple™t, (12.21)
kde w > 0. Jeji maticové elementy jsou
Vf1<t) — <¢f|@e—iwt + @Teiwt|,¢i> — ,Ufie—iwt + Uifeiwt.

Amplitudu prechodu za ¢as T' v 1. fadu (12.16)) postupné upravime do tvaru

T T
S}?(T, 0) = —% /dteiwﬂt (Ufie_iwt + E-fem) = —% /dt (UfieiuLt + ﬁifeiw+t)
0 0
) Lw_T Lwy T
= —% <vf@-elTAT(w,) +@fe’%AT(w+)> : (12.22)

kde jsme oznadili wy = wy; £ w a Ar(w) je funkce

Ar(w) = %Sin (%) ;o Ap(w)? = Ip(w). (12.23)

Pravdépodobnost piechodu je v 1. fadu rovna

2

1 w_ T ‘“’+T
vpe' 2 Ap(wo) + 07 Ap(wy)|

(1) =+

(1)
W, 2

i—f
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roli tak hraje i interference piispévki od te~™* a 9Te™!. Ta je podstatna na kratké éasoveé
skale, pro velkd T je mozné ji zanedbat. Diuvodem je, Ze Ar(w) ma dominantni maximum

v nule hodnoty
Ar(0) =T,

polositka piku klesa jako 7. Ar(ws) tak maji hlavni piky v bodech wy; = Fw, které se s
rostoucim Casem zuzuji a prestavaji prekryvat. Prabéh funkei Ap(wy) v zavislosti na wy;

je znazornén na obrazku m pro T =2 (vlevo) a T' = L2 (vpravo).

15
[}

i !
10}

Ar(e)lw™)
Ar(w)fw™)

= 2 (vlevo) a T = 22 (vpravo). Ap(w,) je

Obrézek 12.4: Funkce ([12.23|) pro rizné casy - T' = 2
Cervend Carkovana Cara, Ap(w_) ¢erné ¢erchovand ¢ara. S rostoucim ¢asem se dominantni

piky zvétsuji, zuzuji a oddéluji.

Vlivem harmonické poruchy dochazi dominantné ke dvéma procestim. Clen dfe™t pri-
spiva zejména k prechodtim s Fy ~ E; — hw (stimulovana emise), ¢len ve~“* zptisobuje pie-
chody do E; ~ E;+hw (stimulovana absorpce). Sitka intervali (Bithw—2E, Ei+ho+4E),
kam miize Ey s nezanedbatelnou pravdépodobnosti patfit, klesa s casem jako AE ~ %
Tyto intervaly se pro velka T' neptrekryvaji, takze ve vypoctu pravdépodobnosti stimulo-
vané emise muzeme amplitudu absorpce zanedbat a dostaneme podobny vysledek jako pro

konstantni poruchu

i) = 0 1) = P Do+ ). (12.24)
Analogicky pro pravdépodobnost stimulované absorpce plati

abs |U i|2 |U i|2

abs(T) = 7{_:2 Ir(w_) = ;;2 Ir(wpi —w). (12.25)

12.3.3 Dlouhé ptisobeni poruchy, rychlosti prechodu

Uvazujme nyni pusobeni poruchy po delsi ¢as T'. Z pfedchozi diskuze vime, Ze Sitka in-
tervalu, do kterého miize energie finalni stavu s nezanedbatelnou pravdépodobnosti patrit,
klesa jako 1/T. Pik funkce Ir(w) v nule je stale uzsi a vyssi. Nicméné, zatimco pro kratké
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Casy roste I7(w) kvadraticky, pro dlouhé ¢asy je nartust linearni v 7. Z limitniho vyjadieni
o-funkce ve tvaru
sin?(xt)

t—oo Tt

= 5(I)7
totiz pro funkci Ir(w) dostaneme asymptotické chovani

I
lim r(w)

T—o00

=218 (w). (12.26)

Ma pak smysl zavést rychlost prechodu (pravdépodobnost pfechodu za jednotku ¢asu)
vztahem

()
wi (T
T = lim % (12.27)

T—o0

Pro c¢asové nezavislou poruchu z vysledku (12.18)) a asymptotického chovani ((12.26[) pro
velkd T plyne

Wz‘(l) (T) 2|V 2
Lisy = qlgrolo —;{ = |hf | 5(Ef - Ei)7

kde é-funkce predstavuje zakon zachovani energie. Podobné pro harmonickou poruchu z
(12.24) a ((12.25]) dostaneme

27T|Uif|26

ey = SULLS(Ey — Bi+ hw),
2|0 ]2
rabs, = %5(@ — E; — hw). (12.28)

0-funkce zde vyjadiuje to, Ze ke stimulované emisi nebo absorpci dochézi pouze v rezonanci,
kdy Ey = E; £+ hw.

12.4 Interakce atomu s klasickym elektromagnetickym
polem

UkéZeme si nyni jako vzorovy piiklad chovani jednoelektronového atomu interagujictho
s klasickou monochromatickou elektromagnetickou vlnou. Uvazujme vektorovy potencial
tvaru

—

AT, 1) = Ay(F)e™ ™t + A%()e™ = AyE (ei@'f—wt) + e—i@-f—wﬂ) , (12.29)

kde £ je jednotkovy vektor. Ur¢ime rychlosti stimulované absorpce a emise ((12.28)).
Volny hamiltonian elektronu v atomu ma tvar

R p2?
HO ==
2me

+ V().

174



Vlivem vnéjstho elektromagnetického pole dostaneme hamiltonian

A~ JaN — 2 A (& — AN — — 62A2
A= (P+eA> + V() = Hy + <2A-P—z’hV-A)+ .
2me 2me 2m,
Posledni ¢len zanedbame a budeme pracovat v Coulombové kalibraci
V-A=0.
Hamiltonian ma pak tvar
H - HO + V(t),
kde interakéni ¢len je roven
> _ e 2 5_ ¢ iFg—wt) | —i(ki—wt)) = B
V(t) = —A@{)-P=—A(e +e g-P
Me Me
= Je iwt +UT€th,
kde jsme oznacili A
b= —Age* e P

(12.30)

Interakce je tedy harmonicka porucha a pro rychlosti stimulované emise a absorpce z (|12.28))

plyne
emi 2 |vis|? 2me? i &2
oy = UGBy - Byt hw) = o AR |(wgle 8 Plu)| 8(By — Bi+ hw),
abs 27T|U i‘Q 27'('62 iR jaR 2
Uy = TUIS(B - Bi— w) = o A3 \(le 75 Pl 6(E; — Bi — hw).
(12.31)

Pro porovnani s plné kvantovym vypoctem (ktery si ukdZeme na konci semestru) upravime
jesté vektorovy potencial a vyjadiime Ay pomoci stFedniho po¢tu fotont (n) a hustoty ener-

hw

gie na jeden foton %2 (cely systém bereme v konetném objemu V). Coulombova kalibrace

v
pro vinu ([12.29)) znamené

k-&=0,

tj. A lezi v roviné kolmé na smér §ifeni viny k. Vlna je feSenim rovnice

. 162\ -
DA_(A—C—Z@)A—O,

takze k = . Hustota energie elektromagnetické viny je
1 - 1 =
u = — (50‘E‘2+—’B‘2> .
2 Ho
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Urcime elektrickou intenzitu a magnetickou indukei

- 0A . o B}
E = 5 = iwAoE (ez(k"v_w” — e_’(k'””_“t)> = —2wA(E'sin (k: T — wt> ;
> = 1T e (kg ST 1 E —
B = VxA=i(kxé&)Ag <el(k’-x—wt) _ e—z(km—wt)) _ o < B

c

Hustota energie je potom (plati % = g9c?)
u = 4eg AZw? sin? <E ST — wt) .
Vystfedovanim za dlouhy ¢as 1" dostaneme

hw
= 2c0A%* = —
(u) = 220 A3 =

(n).
Ag lze tedy vyjadrit jako
(n)h

Ag = .
0 2V50w

Dosazenim do rychlosti stimulované emise a absorpce ((12.31)) nalezneme

2 2

emi  __ e ik o =
ST Ve (n) ‘Wf!e £ Pli)| 6(Ef — Ei + hw),
2 A 2
abs _ e ko B
%y = 2V o (n) ((W!e € Pli)| 6(Ey — B — hw).

Obé jsou tmérné stiednimu poc¢tu fotonu v poli. Pokud je klasického pole nulové, tj. (n) =0
a A = 0, pak Hy je celkovy hamiltonian, |1i) a |¢f) jsou stacionarni stavy a k zadnym
prechodim nedochazi. Z klasického pohledu je absence pole shodné s absenci interakce. V
realnych situacich ale dochézi k tzv. spontanni emisi, kdy elektron z excitované hladiny za
typicky velmi kratky ¢as presko¢i na nizsi hladinu i bez pritomnosti vnéjsiho pole. Semikla-
sickd teorie interakce latky a zafeni (atom je kvantovy, elektromagnetické pole klasické)
spontanni emisi vysvétlit nedokaze. Jak uvidime, spontanni emise je dusledek kvantovani
elektromagnetického pole. Kvantované elektromagnetické pole ma zékladni (vakuovy) stav,
ve kterém nejsou zadné fotony, ten ale neodpovidé absenci pole jako v klasickém piipadé.
I kdyz je kvantové pole ve vakuovém stavu, stéle interaguje s atomem, a proto mize dojit
ke spontanni emisi.

12.5 Prechody do kontinua, Fermiho zlaté pravidlo

Zaméime se nyni na piechod do stavu s finalni energii E;, kterd bud lezi ve spojitém
spektru volného hamiltonianu Hy, nebo v jejim blizkém okoli lezi fada dalsich diskrétnich
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hladin, které od sebe neumime odlisit. V takovém pripadé nemé smysl hledat pravdépodob-
nost prechodu do presného findlni stavu. MuZzeme ale zkoumat pravdépodobnost prechodu
Wi, s(T') do malého okoli E;

AFE AFE AFE
) < ]-7

I(Ey) = (Ef_TaEf+T B

za dlouhy cas T
Pracujme nejprve neporuchoveé, stav ¢astice po ¢ase 1" je |¢;(T')). Oznacime (zobecnéné)
vlastni vektory volného hamiltonidnu jako |a)

Hola) = B(a)|a),

kde o souhrnné oznacuje vSechna spojita i diskrétni kvantova ¢isla popisujici stav. Prav-
dépodobnost nalezeni ¢astice v néjakém malém okoli Z(ay) v case T je

wwm:/mwww

I(oy)

Zajimé nas energie finalniho stavu, a proto prejdeme od a k E a (3, kde  zahrnuje vSechna
dalsi kvantova ¢isla nutné k popisu stavu. Integral pak mizeme piepsat do tvaru

m#ﬂ—/mmw/wWMWMR (12.32)

Z(Ey) Z(By)

kde p(E) je hustota kvantovych stavii s energii E. Napiiklad pro volnou ¢astici hraje roli
« hybnost p. Prechodem do sférickych soufadnic dostaneme

d’p = p*dpdQ = p(E)dEdS.

Pro nerelativistickou ¢astici, kdy E(p) = %, je hustota stavi rovna

p(E) = ;lg - QMEdvd — MV2M

V dalsim budeme uvazovat infinitezimalni interval Z(/5;) a omezime se na 1. fad poru-

chového rozvoje, tj. skalarni soucin v ((12.32) nahradime pomoci (12.17)) a zapiSeme ve
zkratce

2

T
[ 818 BTN =Wy, (1) = 55 | [ et Vig )]
Z(By) 0

kde wp; = £55 a Vig, mi(t) = (By, B[V (t)|vi).
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12.5.1 Konstantni porucha

Pro konstantni poruchu v 1. faddu s pouzitim ((12.18]) dostaneme

) E—E;
I(Ey)

Pro velkd T pak s vyuzitim (12.26)) pro rychlost prechodu plati

27T|sz‘2

(B = ), (12:33)

1

I(Ey)

kde jsme ve zkratce oznacili Vy; = V(g, g,y Vztah (12.33) se nazyva Fermiho zlaté pravidlo.

f{ika, ze pro Casové nezavislou poruchu je rychlost prechodu v 1. fadu poruchové teorie
konstantni pro dostatecné dlouhy casovy interval 7'

12.5.2 Harmonicka porucha

Fermiho zlaté pravidlo plati analogicky i pro harmonickou poruchu. Vime, Ze v piripadé
diskrétnich prechodi pro dlouhé casy plati pro pravdépodobnosti stimulované emise a
absorpce vztahy (12.24]) a (12.25)). Pro pfechod do malého intervalu okolo E; pak plati

emi E — E+hu}

WD) = g [ e (S ar
Z(Ey)

. E—E — hw

Wir) = 5 [ loesPaE) (S5 ) b,
I(Ef)

Pro velka T' pak obdobnym zptisobem jako v ptripadé ¢asové nezavislé poruchy dostaneme
konstantni rychlosti emise a absorpce

emi 27T|Ui |2

ey = 5, b,
abs 27| v )

Ly = %P(Ef = Ei + hw).

Pro harmonickou poruchu tvaru (12.21]) plati tzv. princip detailni rovnovihy

Femz Fabs

i—f f—i

p(Ep)  p(E)
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12.6 Priklady

Cviceni 40. Uvazujte linearni harmonicky oscildator s ndbojem q v pronim excitovaném
stavu |1). V céase tg = 0 zapneme homogenni elektrické pole

Elt)=Voe =, 7>0, Vo< 1.

Urcete, do jakiych stavii volného hamiltonianu miZe oscilator vliwem poruchy prejit v 1.
radu poruchového rozvoje, a urcete pravdépodobnost prechodu v limité T' — oo.

Navod: Hamiltonian LHO ma vlastni vektory |n) a vlastni ¢isla
~ 1
Hyln) = (n + §)hw|n)

Operator poruchy je ) R
V(t) = —qXE(t).
Amplituda prechodu ze stavu |1) do stavu |n) za ¢as T v 1. fadu je podle (12.16|) rovna

T
ST 0) = — / dte™n 'V, ().
0

St .

Maticové elementy operatoru poruchy
Vi (t) = —qVoe = (n| X |1),

jsou nenulové jen pro n = 0 nebo n = 2. Pro tuto poruchu je tedy mozny pouze preskok o
jednu hladinu nahoru nebo dola. S pouzitim posunovacich operatoriu

nalezneme

ORI = [ 5r— @RI = /5

Pravdépodobnost prechodu na zakladni hladinu je potom

RAVE: r 2
— |seo. 0] = L o | [ e i 0
0

" h? 2Mw 2thw2+1/7'2'

Pravdépodobnost prechodu na 2. excitovanou hladinu je dvojnasobna

w1
- Mhww? +1/72

1
= 2Wl(a)0
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Cviceni 41. [zotropni harmonicky oscildtor s hmotnosti M = % je v case Ty — —o0 ve
stavu |1;) = |n,l,m) = |1,0,0). Urcete, do kterych stavi |¢s) = |1,1,m) miZe prejit v 1.
radu nestactondrni poruchové teorie vlivem poruchy

+2

e 4m,n>0.

~

V(t) = VOX?,

2,/7n
Spocitejte prislusné pravdépodobnosti prechodu v limitée T — oo.

Navod: V 1. fadu NPT jsou pravdépodobnosti pfechodu dany vztahem

2

W(l = V—O < m‘Xg

wwt
(1,0,0)—(1,1,m) 72 e 4’76 dt

|
Vlnové funkce vlastnich stavi volného hamiltonianu maji tvar
wn,l,m(ra 890) = <Ta egplna l) m> = Rn,l (T)Yz,m(ev 90)

Maticovy element rozdélime na radidlni a ihlovou ¢ést (x5 = rcos = |/2rY; )

) 4
(1,1,m|X;3|1,0,0) = (1, 1|7~y1,0>,/g(l,mmoyo,oy

Uhlovou ¢ast mizeme spoéitat bud vztahem pro integral soucinu tif kulovych funkei

/1 [ 1
<1,m]Y1,0|0,0> = ESL0’(17,0‘1’0>4£1’0701r0|17m)4: Eém’O’

1 5'm.,()

nebo piimym vypoctem (vyuzijeme toho, ze Yyo(0, ¢) = \/%7 je konstantni)

1 1

1,m|Y10]0,0) = [ do [ sin8dbY;,,(0,0)Y10(0,0)Yo0(8,0) = —(Yim, Yio) = ——=0mo.
( |1,0| > /@/ 1,( <P) 1,0( <P) 0,0( 90) \/E( 1, 1,0) \/E 0

Je tedy nenulovy jen pro m = 0. K vy¢isleni radialni ¢asti maticového elementu

e}

(1,1|r|1,0) /7” drRy1(r)rRio(r),
0

potiebujeme radialni ¢ast vlnové funkce izotropniho oscilatoru. Obecné maji tvar (L2(z)
jsou zobecnéné Lagguerovy polynomy)

3 1

2 1 Mw 2 (Mw\* ontip) 2

Ry (€)= K,y € =5 Lh2(e2 — ) 2 K= 22 .
7l(§) lg e 2 (f )a f r ) l ﬂ_i h (2n+21+1)l|




V naSem piipadé plati & = r a relevantni radialni funkce jsou

2 /2 /(3
Rl’o(T’) = — — (— —Tr

T

2 Rl,l(r) =

iV 3\2

no
~~
m\
(V)
|
NI
ﬁ A~
—
ot
VR
N | Ot
|
<3
no
~~
=
m\
wh\,

S vyuzitim vztahu
oo

2 dar
/7’2”6_'” dr = (—1)”ﬁ a”

2 dam

N|=

0

pro radialni maticovy element nalezneme

2 [2 [ )
(1,1r]1,0) = 3 5—7T/r4(15—16r2+4r4)e’" dr
0
1 /2 2 3
= /215 -——=a2
3\/g< 2" 2&:1

+ 16 —a~
1 [2/.1-3 _1.3.5 1.3.5.7 5
N Y ST 4 — /2
3\/;<5 1 IT; ) >

da3
Zbyva urcit ¢asovy integral

N

a=1

1 _ﬁ_}_‘t _ 2
1 w dt: nw .
5 7”7/6 n e

[e.9]

Celkem pro pravdépodobnost prechodu do stavu s m = 0 v 1. fadu NPT dostaneme

W(l) 5%2 —2nw?

(1,0,00—(1,1,0) — 6h2_6 )

prechody do stavi s m = +1 jsou zakazané.
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Kapitola 13

Propagator a drahovy integral

13.1 Propagator

Propagator je integralni jadro, které prevadi ¢ (o, to) na (2, ty)
¢(ff, tf) = /dSZL’O K(ff, tf; fo, to)l/}(fo, to).
R3
Jedné se tedy o maticovy element evolu¢niho operatoru v z-reprezentaci
K (&,tg; o, t0) = (#7|U (15, t0)|0)- (13.1)

Propagator je feSenim Schrédingerovy rovnice

d A
ih= K (%1, 153 7o, to) = HE (Ty, t5; o, to),

s pocatecni podminkou

K(Ty, to; To, to) = 6(Z5 — To). (13.2)
Vzhledem k tomu, Ze ¢asovy vyvoj zachovava normu, spliiuje propagator podminku
R3

Propagator muzeme vyjadrit i v p-reprezentaci
K (7, 153 o, to) = (B |U (t1, 1) |70)-
Propagator v z-reprezentaci K je s K spojeny vztahem
K(@tidt) = @000 = [ & [ & @9 @0 ) i)

RS

—

]R3
1 LGE . - i
= W/(Pp /d3p0 enP K (), t; Po, to)e” RPOT0, (13.4)
R3 R3
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Uréime propagétor volné kvantové ¢astice v R3 Ko(T,t; Zo, ty). Zatneme v p-reprezentaci,
kde je Ky ur¢eno rovnici

2

Ld -~ -
ih— Ko(pi. t; o, to) = ;—MKo(p,t;Pmto)y (13.5)

s pocatetni podminkou

Ko(p, to; po, to) = (7 — Po)-

Resenim rovnice (13.5) je

. 2
Ko(p, t; po, to) = e_ﬁfw(t_m)(s(ﬁ—ﬁo)-

V z-reprezentaci pak s pouzitim (13.4) vyjadiime propagator pomoci integralu

Ko(7, t: 3o, ty) = / P AP G50k dr (o)

R3

(2mwh)3

Integral na praveé strané diverguje, situaci je mozné zachréanit regularizaci 1/M — 1/M —ie
a na konci provést limitu ¢ — 0

1 1 == = i p2 5p2
Ko(Z,t; o, tg) = lim—/d3p P (@=T0) gz (t=to) o= 5 (t=to)

e—0 (2mwh)3
IR3
_(a+ﬁ)(t_to)(q_. #—2g )2 N
_ 3 on o R
- lg% (27h)3 /d pe (etqp)t=to) ) o 2Metgp)(t=t0)
R3
§ . w?
frd llm 1 27Th ? e 2ﬁ(5+1\%;)(t7t0)
e=0 (27h)3 \ (e + £7)(t — to)
3
M 2 iM(T — Z)?
- ra - 13.6
<2m'h(t —to)) eXp( 20t — o) (13.6)

13.2 Drahovy integral
Rozdélime ¢asovy interval (to,tr) na dva tuseky (to,t1) a (t1,tf) a pouzijeme definici pro-
pagatoru dvakrat pro vypocet ¢(Zy,tr) z (2o, o) ples mezistavy (71, t1)
w(ffv Zff) = / d?’xl / d3x0 K<ff7 tfa fl) tl)K<fla tla va t0)¢(an tO)a
R3 R3

coZ nam dava identitu pro propagétor

K(ff, tf; fo, to) = /dgll’l K(ff, tf; fl, tl)K(fl, tl; fo, tg). (137)

R3
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Na pfechod z (Zy,ty) do (Zy,ts) mizeme nahlizet jako na pfechod skrz vSechny mozné
mezibody (71, t).
Stejnym zptsobem muzeme zjemnit rozdéleni ¢asového tuseku (to,tf) na vice intervali

s mezicasy ti,...,ty. Uvazujme déleni na intervaly stejné délky At, kde
tr —to
At = , NeN.
N +1

Propagator zapiSeme jako maticovy element evolu¢niho operatoru ((13.1)), vyuZijeme grupo-
vou vlastnost evolu¢niho operatoru ((10.4)), rozklad jednotky pomoci zobecnénych vlastnich
vektora polohy ([7.1)) vlozime mezi kazdou dvojici evolu¢nich operatori, a nalezneme

K(Zp,tp; %0, t0) = (Z4|U(ty, t0)|Zo) = (Tp|U Ly, tn)U (N, In-1) ... U(ts, to)|Zo, to)
_ /d3x1.../d?’xN(j;‘f]U(tf,tN)\i:’N)...(fllU(tl,to)\fo)
R3 R3
N+1
_ / P / P [T Fl0 (bt )| ). (13.8)
R3 R3 k=1

Zde jsme oznacili ty41 = ty a Tyy1 = Ty. Pro mala At mizZeme aproximovat evolucni

operator vztahem
0

Ut tor) ~ I — ﬁAtf](tk), (13.9)
kde Hamiltonian predpokladdme ve tvaru
. 22N
Do 1. fadu v At pak dostaneme
- I - I N
Ultp,te—r) ~ [ —=At—— — AtV (7, t) =~ | [ — ZAtV (2t I — —At—
. R . pz
A exp (—%Aﬂ/(f, tk)> exp (—%Atm> : (13.10)

Tento prepis obloZime vektory (Zx| a |Zx_1) a pouzijeme vysledek ((13.6) pro propagator
volné castice

I . i B ﬁ i PP\
(U (tg, th—1)|Tr—1) =~ exp (—ﬁAtV(xk,tk)> (@) | exp (—ﬁAtm) | 1)

3
i . M 2 iM (T — Tr_1)?
= — At t
eXp( R AV (@, ’“>> (27rz’h(tk—tk_1)> eXp( 2h(ty — trr)
3 . - - 2 .
M 2 M Tp — Th_1 1 N
= A EEEL) DAV (F 13.11
(27m'hAt> eXp<2h (tk—tkl) AV (@ ’“)> (13.11)
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Vsimnéme si vyrazu v exponenciale, ve kterém jiz vystupuji samé klasické proménné (zadné
operétory). Po vytknuti spolecnych faktori ; At nalezneme hodnotu (klasického) lagrangi-
anu s formalné dosazenou rychlosti

S S S o 2
L Ty — T 1 Ty — Ty S
Lz, 2E = g ) = S (22000} (@ ). 13.12
(xk by — th—1 k) 2 ( U — k-1 ) (e ) ( )
Dosazenim ((13.11]) do (13.8)) a uvazovanim limity N — 400 tedy dospivame k vysledku
N+1 3
M 2 gL Tp—Tp g
= Lz 1 3 3 LL(&, te) At
K(Z, ty;70,t0) = ngfoo d xl.../d TN H (27TihAt) et L@k ——xg—tx
Ro k=1
) M A N P %NilL(fijjffl,tj)At
= 1 Jj=1
N o (27rihAt) / E e ’

(13.13)

coz je defini¢ni vztah drahového integralu. Pro zjednoduSeni zapisu se symbolicky zavadi
~mira“ na prostoru vsech trajektorii spojujicich Zy s £y v odpovidajicich pevnych ¢asech ¢,

a tf
3(N+1)

N
: M(N +1) 2
7(t) = 1 d? _— 13.14
7%(t) N <H xk) (QWiﬁ(tf—ti)> (1214
k=1
a vztah (13.13]) se zapisuje ve tvaru

tr

1 . i e

K(Zf,tp; %0, t0) = /@:f:’(t) exp | / L(Z, % t)dt | = /@f(t)en5[$<t>], (13.15)
to

kde v exponentu v integrandu rozpoznavame (klasickou) akei. Tento integral se interpretuje

jako integral pres v8echny drahy Z(t) spojujici poc¢atecni a koncovy bod v odpovidajicich

casech, tj. Z(to) = Zo a Z(ty) = Zy. ZapiSeme trajektorii ve tvaru

I(t) = Za(t) + y(2),

kde Z.(t) je TeSeni pohybovych rovnic pro Lagrangian L s prislusnymi pocateénimi pod-
minkami, a (t) spliiuje podminku pevnych koncu

y(to) = y(ts) = 0.

V tzv. semiklasické aproximaci rozvijime akci ve fluktuacich ¢(¢) kolem klasické trajektorie
fd(t)i

S[Ea(t) + (1)) = / Y

to

M N L» — —
(7(%1 + 9)2 — V(&g + y))

ts M- 2 oL M2 - ov iYj 0*V -
= / dt (7%5 + MZy -y + >V - V(Zy) — Vi (Za) — Yili (Zo) + .. ) .
to X
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Z podminky pevnych koncti plyne

ty . . oV ty . -
dt (Mig-§—y @) = [ dt (—MF,—SV(Z2)-§=0,
/to ( Tep - Y yaxi(l“l)) /to ( Ty —V (351)) Y

kde jsme vyuzili toho, ze ¥, je feSenim pohybovych rovnic. Do druhého fadu v i tedy
dostavame

Slaa(0)+0)] ~ SlEa(ol+ 310 e SG0] = [ ar (G - M5 ).

a pro propagator v semiklasické aproximaci pak plati

K (i}, t: o, to) & et SFald) / Dij(t)er S, (13.16)
ﬁ(t0)=q
§(ty)=0
K jeho urceni je zapotiebi najit klasickou trajektorii spojujici body 7y a Zy a vypocitat
drahovy integral s kvadratickou akei S [¢(t)] (tzv. fluktua¢ni faktor). Ten uz nezéavisi na &
ani 7y a je tedy pouze funkce ¢asu F(ts,1o). V pripadé, kdy potencidl V' (Z) je kvadratickou
funkei soutadnic, je funkcional S totozny s akei S a semiklasicka aproximace (|13.16[) dava
presny vysledek.

13.3 Matice hustoty termalniho stavu
Propagator 1ze vyuzit mimo jiné pro urceni matice hustoty termalniho stavu

. I 45
Pth = € 6H7

Z

v z-reprezentaci. Pro ¢asové nezavisly hamiltonian je evolu¢éni operator, a tedy i propagator,
funkei rozdilu ¢ — 1, tj.

K(ff,tf;fo,to) = K(ff,fg;tf — to).

Matici hustoty termalniho stavu v z-reprezentaci pak muzeme vyjadrit jako propagator v
imaginarnim case

L e 1, 4005 .. - .
pin(T1, o) = (o] pen|71) = E< Sle P 7)) = EK(JIQ,JJl; —ihp). (13.17)
Parti¢ni sumu uréime integralem
Z=Tr (e—ﬁﬁ) - / &z K(, 7 —ihp). (13.18)

R3
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13.4 Priklady

Cviceni 42. S pouzitim propagdtoru urcete casovy vijvoj vinové funkce volné ciastice,

kterd md v ¢ase ty tvar

Navod: VInova funkce v ¢ase t je urCena integrélem

3
M 2 iM(F—70)? (@o-D2 | i~=
—»’t — C d3 2h(t—tq) - 402 +3P'IEO. 13.19
W) (—%m(t _ t0>> [ o (13.19)
R3
To je gaussiiv integral, exponent staci upravit na ctverec
(F-3) (@o—9) i I B a? y» 1,
1M — +-p-To=a(fg— —a) + M—F—— — + —a”,
20(t — to) 402 Rl Fo = ald = 5 7d) 2h(t —t) 40% ' da

kde jsme zavedli

1 . M
T 4 T =ty
i1, M
= R T R T )

Integral (13.19) je pak roven

3
M 2 Vs % i M P _i_i_i 2
jt =-C|— <_> " SR(t—19) " 402 Tda
(@) (27rz'h(t—t0)> a ¢ ’
Oznacime si )
ih

Koeficient pred exponencidlou v (13.20]) pak lze zjednodusit do tvaru

M : 2 _3
C(zmh(t—to)> <g> mox

Do exponentu v (13.20)) dosadime za a a opét upravime na ¢tverec

x? 1> i 1, 1 o . 2i0? 2 ) o? 9
M e+ —a"=——= (7T -7 — — :
2h(t —ty) 40 | 4da 407y(1) Yo P

Celkem mé tedy vlnova funkce v case ¢ tvar

W(E ) = COx 2 L (g 20N i O
T t) = exp | ————= (T —§y— — Y — —=p°|.
X p 4U2X(t) Yy p p-y p

(13.20)



Cviceni 43. Ukazte, Ze pro Re\ > 0 plati vztah

N+1
A Y (zp—zk-1)? N N ,
k=1 dey ... den = | ——— e~ N1 @N+1720)"
/6 T TN (N—I— 1))\N€

RN

Navod: Dikaz provedeme indukci. Pro N = 1 vztah ovéfime pfimym vypoctem

/eA(:Elxg)Q/\(z2x1)2 — {L’O+$2 / 62(:1:0+a:2 I_ 7& (z2—x0)2

R

Indukéni krok provedeme od N — 1k N:

N4+1

-A Y (zr—ak—1)? [ N1
/6 = dry...dxy s / N)\Nfl6_%(IN_:CO)2_)\(IN+I_IN)2dl’N
IR,N
/\(ac0+NacN+1)
= 4/ ATG-ATR 4 TNV
NAN ¢ N +1

e}

_ v N+1 (*Ny1— ﬂﬂo)
(N + 1))\
Analogicky bude platit vztah
A @i)? NG
/ e =t Pry .. dPry = (W) o~ 71 @N41—T0)* (13.21)

R3N

Cviceni 44. Urcete propagdtor volné cdstice v R® pomoci definicniho vztahu pro drdhovy

integrdl .

Navod: Pro volnou ¢astici mé vztah ((13.15)) tvar

3 N+1 i M N4t _, 2
— . 2 i M Z ( g )
KO(ff7tf;l'0at0> = th ( ) /Hd?;xkeh 28t & Tp—Tk—1 .

—+oo \ 2mihAL

Integraly diverguji, musime pouzit regularizaci M — M +1ie. Poté lze pouzit vzorec (13.21])
S A= E%’A]\f a provést limitu e — 0

(VD) L
‘ M 2 (2mihAt) PA_ M (o 52
. . _ \eneieat) i 2At(N+1) \YN+1720
Ko(Zy, tr; Zo, to) N1—1>r£oo <2m'hAt> ((N + 1)MN) ‘

3
= lim M ’ G%W%(waLl_fﬂ)Q.
N—+oo \ 2mihAt(N + 1)
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Na zavér vyuzijeme toho, ze

Inp =Ty, AUN+1) =t5—to,
¢imz se zbavime N a dostaneme vysledek

3 = =2
st = g =) @ ("= )

Cviceni 45. Urcete propagdtor volné cdstice na primce pomoci vztahu .
Navod: Pro volnou ¢astici lze diky vztahu ((13.16)) propagétor zapsat ve tvaru

Ko(xg, ty;xo,t0) = e%s[xCl(t)]F(tf,tO).

Nejprve urcéime akci podél klasické trajektorie. Volna ¢éstice se pohybuje konstantni rych-
losti, takze

TfF— X
ra(t) = 2o+ T2 (t o).
r—to
Akce podél klasické trajektorie je tedy rovna
/ 1 1 2
Slea(t)] = [ SMigdt = Ly e —20)”

o 27t —to

Absolutni hodnotu funkce F'(t¢, ty) uréime z podminky (13.3)), ktera pro volnou ¢astici vede
na

9 —iM<zf7$0)2 i]V[(szza)2 \
|F(tr,to)] /dxf e Mt en =t = §(xg — xy). (13.22)
R
Po algebraickych tpravach a substituci %m ¢ = y dostaneme na levé stran¢ integralni

vyjadreni §-funkce (exponenciala pied integralem bude rovna jedné diky J-funkei)

Aty —t _iw ) ,
LS = |F(tf,t0)‘2 %6 2A(t y—tg) /dy ely(xofmo)
R
—

276 (xo—ax()

Porovnanim s ([13.22)) dostaneme

[E(ty,to)| = \/%-
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Zbyva urcit fazi funkce F', kde vyuzijeme podminku (13.2]). Spoé¢itdme nejprve limitu

i M Z‘M
lim ’F(tf, tO)‘ eﬁs[xcl(t)] = lim —_6 2h(t p—tg) )
ty—to ty—to \| 2h(ty — to)

Pomoci limitniho vyjadfeni J-funkce

1 2

z_
@457

o) = lim 5=

zjistime, ze plati
M .M(aff—xo)2

lim e P00 = \fi(z; — ).
tfll}%o 27T7:L(tf —to)e \/; <xf x(])

Abychom dostali spravnou limitu, musime /i podélit. Propagéator volné ¢astice na piimce
je tedy roven

M M(xp — 20)?
Koz ty; w0, t0) = | o madl Bk A 13.2
olTstri®o, o) = | o p i =40 &P (2 2h(ts — to) (13.23)

Cviceni 46. Urcete propagdtor LHO.

Navod: Lagrangian LHO je kvadraticky v x a @

1 1
L =-Mi*— - Muw’a?,
2 2
takZze muzeme vyuzit vztah (13.16]) a napsat propagéator ve tvaru
K(xs,tr: w0, tg) = erSEaOIR (¢, ).
Vypocet akce podél klasické trajektorie, kterou zapiseme jako

zq(t) = asinwt + bcoswt,

je pomérné pracny. Lagrangian ma na klasické trajektorii hodnotu
L(ze, da,t) = %sz ((a® = b?) cos(2wt) — 2absin(2wt))
takz akce je rovna
Slxa(t)] = %LMw ((a® — b*)(sin(2wt ;) — sin(2wtg)) + 2ab(cos(2wty) — cos(2wly)) . (13.24)

Ve vztahu musime vyjadrit a a b pomoci pocatecniho a koncového bodu trajektorie zy a
x ¢, pro které plati

za(te) = xo= asinwty+ bcoswty,

za(ty) = xy=asinwt;+ bcoswty.
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Resenim soustav rovnic dostaneme

Ty coswty — ToCcoswty
a = -
sin (w(ty —to))
Tysinwty — Tosinwty

sin (w(ty —to))

Po dosazeni do ((13.24]) vyjadiime akci podél klasické trajektorie LHO ve tvaru

st = s B e

Zbyva urcit funkci F'(ty, o). Jeji absolutni hodnota je danad podminkou (13.3)), ktera
pro LHO vede na

CiMw (2(2)—@62)cos(w(tf—t0)) iMw acf(aco—:c()) '
|F(tf, t0)|2 e 2hsin(w(tf7t0)) /dl’f e hsin(w(tffto)) = 5($0 . xE)) (1325)
R
Po substituci v b .
v 1oy Pty =)

hsin(w(t; —to) Mw
upravime levou stranu (13.25)) do tvaru (exponenciala je rovna jedné diky d-funkei)

.Mw(zgfz/DQ) Cos(w(tffto)

- : I si ty—t , /

LS = |F(ty,to)e 2hsin(wlts —t0) sm(cj\(mi 0)>/dy ¢™(@o=20)
R

—_———

276 (zo—1x()
o 2mhsin (w(ty — to))
Mw

= |F(ty,t)| d(zo — ).

Porovnanim s pravou stranou ([13.25)) nalezneme

Mw
|F(ty,to)] = \/Qﬂhsm (w(ty —to))

Pro urceni faze vyuzijeme toho, zZe pro w — 0 musime dostat propagator volné céstice

(13.23]). Spocitame limity

lim |F(ty,to)] = lim = B "
W0 o)t = 050\ 2nhsin (w(ty —t0)) a 2mh(ty — to)’

2 2
M (zf+:co) cos(w(tf—to))—ona:f 'M(a:f—aco)2

: ig zeo(t _ : 2R sin( w(t r—tg) Y ToRtr—tg)
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a porovnanim s ((13.23)) zjistime, ze ve vysledku chybi faktor 1/4/i. Celkem tedy pro pro-
pagator LHO dostaneme vztah

M 22+ 22) cos (w(ty — to)) — 2xox
K(xf,tf;xo,to):\/ w exp (zMw( 7+ ) cos (w(ty —to)) 0 f).

2mihsin (w(ty — o)) 2hsin (w(ty — to))
(13.26)
Na zaveér si jesté ukdzeme alternativni vypocet fluktuacniho faktoru pomoci nekonec-
ného souc¢inu. Cheeme uré¢it funkei F'(ty,to). Za timto tc¢elem nejprve rozvineme libovolnou
trajektorii y(t) s pevnymi konci y(ty) = y(ty) = 0 do Fourierovy fady

— Z by, sin (n2(t — tp)) ,

n=1

kde jsme oznacili ) = tfit
pevnych koncii. Po dosazeni do akce a vyuziti relaci ortogonality (Vm,n € N)

b ty—t
/ cos (mQUt — t)) cos (Nt — to)) dt = £— 06, = 5, (13.27)
o 2 20
b , ty—tyo. om
sin (m§(t — to)) sin (nS2(t — o)) dt = Omn = ==O0mn (13.28)
o 2 20
dostavame
= (M M M
S[y(t)] = E (792mnbmbn Wby, b ) § 4—;; (n? — w?)b2.
mn=1 n=1

Integral pres trajektorie y(t) v rovnici ((13.16) je nyni mozné vnimat jako nekonecné-
rozmeérny integral pres koeficienty Fourierova rozvoje. Je vyhodné uvazovat podil

F(tg, to) _ f::o (Hff:l db,,) exp (% ZZO 1 JZ@(QQ 2 — QQn2
P = T e e ey

kde F,—o(ts, to) fluktuacni faktor pro volnou ¢astici, viz vysledek (|13.23]). Nekoneény soucin
ur¢ime z Eulerova vztahu

Dostavame tedy fluktuac¢ni faktor harmonického oscilatoru

_ Fw:O(tﬁ to) _ M ﬂ-% = Mw
F(ty, to) = \/HOO (1- W_Q) \/Qm‘h(tf — to) \/sin (2) \/27rihsin (w(ty —to))

n=1 Q2n2

Cviceni 47. Urcete matict hustoty termdlniho stavu LHO v x-reprezentaci. Naleznéte pri-
slusnou particni sumu.

192



Navod: Vyjdeme ze vztahu ((13.17)) a vysledku ({13.26))

1 .
pn(z1,22) = EK(x2axl;_Zhﬁ)

1 Mw (23 4 22) cos(—ihwf) — 2z129
= = — , exp | iMw . . :
Z \| 2mihsin (—ihw() 2hsin(—ihwf)

Nahradime sinus a cosinus exponencialou

ehwb — g=hwp efwh 4 e=lwb

sin (—ihwp3) = 5; ., cos (—ihwf) = 5 ;

a po upravach dostaneme

(21,20) = — Mo (g GEHTDE 5 ) = doias
Pth(T1, T2) = Z\| 7h{ehwh — c—hwp) p 2h(ehwh — e~1wB) :

Parti¢ni sumu ur¢ime ze vztahu ((13.18))

7 = /dac K(x,z; —ihp)

R

xQ(efw.)B + e—hwﬂ _ 2)
= \/ h(eh‘”ﬁ ey dzr exp (—Mw F(choP — o) )

R
B 7rh ewB — e—hwp)
B h(eh‘*’ﬁ e—hwi) w(ehwp 4 e~wh — 2)
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Kapitola 14

Zaklady teorie rozptylu

Prehled teorie
Uvod

V této kapitole si ukdzeme zaklady teorie rozptylu v kvantové mechanice. Zaméirime se na
pruzny rozptyl bezspinové ¢astice na potencialu V (), ktery ma bud kone¢ny dosah R (t;j.
V(&) = 0 pro |Z| > R), nebo vymizi pro |Z] — oo dostatecnd rychle (rychleji nez *). V
takovém piipadé lze pocatecni stav |1);) rozptylované ¢astice v ¢ase to — —oo volit jako
(zobecnény) vlastni stav volné ¢éstice (s hamiltonidnem H, = %) s hybnosti p’ a energii
E = %, tj. rovinnou vlnu |p). Souradnou soustavu zvolime tak, ze ¢astice budou dopadat
ve sméru osy z, tj. o= (0,0, p). Ozna¢ime vlnovy vektor dopadajici ¢astice

- 1 P
K= 2p=(0,0,%) = (0,0,k).
hp (0707 h) (0707 )

Stavu dopadajici ¢astice |p) = [¢;) odpovida v z-reprezentaci vlnova funkce

- - ik-z 1 ikz
V(@) = (@) = 77 = e

Zajima nas pravdépodobnost, Ze v Case ty — +oo nalezneme rozptylenou castici ve stavu
vlastnim stavu volné ¢astice s hybnosti p' # p’ (neumime rozeznat ¢astici rozptylenou p— p'
od ¢astice, ktera projde potencialem beze zmény), tj. ve stavu |p') = |[¢,) s vinovou funkei

1 .

eiE’-x
27)

Up (%) = (Tlg) =

9

N

—~
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kde k' = %ﬁ . Pro pruzny rozptyl plati p = p/, tj. k = k’. Amplituda pravdépodobnosti
rozptylu g — p’ bude rovna

Wiy = lim (70§ (tf, 0)U (¢, ) Uo(0, to)|p)
tog = —o0
tf — +00
= lim (7[5 (ty, t0)|P) = (7]51D) = Sp.5
tog — —o0
tf — +00

kde S (tf,t0) je evoluéni operator v Diracové obraze a S je operator S-matice

S=lim Sty to).
to — —o0
ty = +0o0

Jedna z moznosti, jak amplitudu najit, je pouzit nestacionarni poruchovou teorii. Tento
postup je uveden v poznamkach k prednasce. UkéZeme si zde jiny postup, ktery je podobny
feSeni rozptylu na piimce (viz. zimni semestr). Diky limitdm totiz neni nutné Fesit nestacio-
narni dlohu. Staci najit feSeni ¢; bezc¢asové Schrodingerovy rovnice pro Gplny hamiltonidn

2

N - h S

se stejnou energii, jako ma dopadajici castice, tj.

h? h2k?
(_WA + V(@) Or(T) = o3 Px(2), (14.1)
kterou lze v asymptotické oblasti (r = |Z| — +o0) napsat jako superpozici dopadajici

rovinné viny a rozptylené sférické viny

eik’r

O5(T) ~ V(@) + uel @) ~ € + F(K B)—. (14.2)

—

¢7(Z) je tzv. stacionarni rozptylovy stav. Funkce f(K/, lg) se nazyva amplituda rozptylu, lze
ji téZ zapsat ve tvaru

f(];/’ ]g) = fk(e,(p),

kde 6 a ¢ jsou prostorové thly vektoru &’ (E mifi ve sméru osy z). Amplituda fx(6, )
obsahuje veskeré informace o rozptylu dopadajici rovinné viny na potencidlu V' (Z) pod
riznymi thly. UkédZeme, Ze pro diferencidlni acinny prufez plati

() - 1h.0
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Diferenciadlni Gc¢inny prirez
Ze stacionarniho rozptylového stavu muZzeme vyjadiit tok pravdépodobnosti (za jednotku

¢asu) dopadajici a rozptylené viny. Pfipomenime, Ze pro vinovou funkeci ¢ (%, t) se definuje
tok pravdépodobnosti jako

1) = o (650 - 590

2_
a spolu s hustotou pravdépodobnosti p(Z,t) = [1(Z,t)|* spliiuje rovnici kontinuity
- - Jp
\E =0,
T %

ktera predstavuje zachovani normy vektoru béhem ¢asového vyvoje uzavieného kvantového
systému. Pro stacionarni stav je tok na ¢ase nezavisly. Tok dopadajici viny () ~ et je

hk
M
kde 77, je jednotkovy vektor ve sméru osy z. Rozptylenou vilnu mame zapsanou ve sférickych
soufadnicich

—

Jin = N,

ikr

Use(r,0,0) ~ fi(0, w)er

Pro vypocet toku tedy pouzijeme gradient ve sférickych soutradnicich
v-25 105, L 95

or " ro rsinf dp 7’

kde 7i,, 7ig a 7, jsou jednotkové vektory ve smérech r, 6 a ¢. Gradient 1, je tedy

- (., 1\,  10fi. 1 Ofi_ \ e
Funtrtng) = ( (i 7) s o i)

Tok rozptylené viny je potom
> hk 1 . zh 1 of afr\ . th 1 of 8f -
Jse = |fk|2 (fk L — k) g + : (fk g fk .

2M r3sin 6 Oy
Pro velka r je tok ve smérech 6 a ¢ mnohem mensi nez ve sméru r, takze prlbhzne plati
- hk 1
Jsc ™~ ’f k’2nra

tj. tok rozptylené viny je prakticky radlalnl. Diferencialni aé¢inny prufez do(6, ) lze vy-
jadrit jako podil velikosti toku pravdépodobnosti rozptylené viny infinitezimalni plochou
dS = r2df) ku velikosti toku dopadajici viny

| FucldS

() - 1ne.0
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Stacionarni rozptylovy stav, Lippmann-Schwingerova rovnice

Staciondrni rozptylovy stav ¢; je feSenim bezcasové Schrodingerovy rovnice pro celkovy

hamiltonian (14.1]). Oznacime
U(T) =
rovnici (14.1)) pak upravime do tvaru
(A + k%) dp(T) = U(2)¢5(2).

Tato diferencialni rovnice je ekvivalentni integralni Lippmann-Schwingerové rovnici

0u() = V(@) + / G(7 — VU)ol (14.3)

kde G (%) je Greenova funkce (resp. fundamentalni feSeni) bezc¢asové Schrodingerovy rov-
nice volne Céstice

(A + E*)G(T) = (D). (14.4)

Greenovu funkci a delta funkci vyjadiime pomoci Fourierovy transformace

Gild) = i [ TG

Dosazenim do ((14.4]) dostaneme algebraickou rovnici pro Fourierovu transformaci Greenovy
funkce

(> + )G =1,
jeji feSeni je
Gr(@) = 2
Greenova funkce G(Z) je tedy dana vztahem

- 1 igE_ 1 3
R3
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Img Img

Cr C_r

Req Reg
—k 0 0 k

Obréazek 14.1: Ktivky pro poly v g =k a ¢ = —k.

Integral prevedeme do sférickych soutadnic (¢, «r, 5) a vyintegrujeme pies thly

o) s 2
. 1 q° . iqr cos a B cosa =1
Gi(@) = (2m)3 / k? — q2dq/smadae /dﬁ n { —sinada = dt }
0 0 0
0o 9 1 [e'e)
1 q , 1 q . _
- d iqrt gy — igr _ o=\ g
Ar? / k? — ¢? q/e Am2ir / k? — ¢? (e ") dg
0 - 0
1 g
qr
= — ‘ / ac dq.
42ir q> — k?

Zbyvajici integral prevedeme do komplexni roviny a spoc¢itdme pomoci reziduové véty.

Integrand .
_oge 1, 1 1

maé dva poly v bodech ¢ = k. Pro pél v ¢ = k krivku uzavieme jako na obrazku|(14.1|vlevo,
polomér kruznice posleme limitné do nekone¢na (integral po kruznici v limité vymizi) a
nalezneme tzv. rozbthavou Greenovu funkci

1 qeiqr 1 ) 1 eikr

GH (%) = — dqg = ———mie™ = —— 14.5
(7) 4m2ir j{ q% — k2 1 anzir ¢ 4 v’ (14.5)
Ck

kterou lze interpretovat jako amplitudu viny v bodé & vyzarené bodovym zdrojem umis-
ténym v pocatku. Pro druhy pol v ¢ = —k postupujeme analogicky (viz. obrazek
vpravo) a nalezneme sbhihavou Greenovu funkci

1 qeiqr 1 ) 1 e—ik:r
G (1) = dog = — o—thr )
k (7) j{ q® — k? 4 Anzip ¢ A r

C_k
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Pro stacionarni rozptylovy stav s asymptotickym chovanim (14.2) musime pouzit Gg(f)
Dosazenim ((14.5)) do Lipmann-Schwingerovy rovnice ((14.3)) dostaneme

1 zk|x /| 5

— — — — /

(7)) =9Yp(T) — — | =——=U(@)op(2)d’x". 14.6

@) = @) = - [ V)o@ (146)

R3

Snadno se ukaze, ze Lipmann-Schwingerova rovnice automaticky zarucuje asymptotické

chovéani rozptylového stacionarniho stavu (14.2)). Pro potencial predpokladame, Ze je neza-

nedbatelny pouze pro |Z'| =1’ < R. Pro |Z] = r > R > r’ pak mizeme pouzit odhady

1 1
,

~
~

|f—j”| !

EZ—7) = kVir?—2%- *'+r'2~kr—k— ¥ =kr— k-7

kde jsme oznacili E’ = k% Pro velka r tedy plati

~ 1 eik:r s
G+(:L’—x/) Z_e zk:’;c’7

CAm o7
a po dosazeni do Lippmann-Schwingerovy rovnice (|14.6)) nalezneme

ikr

1 7
o) = weld)+ | - [ TIU@ g | S
RB
— 1 ikz 1 _ 9.2 (7 EAVSNS- d3 / ﬂ
(2%)36 +(27r)g QWIRZQ/Jk,(x)U(x)gbk(x) | —

V asymptotické oblasti ma tedy ¢ skuteéné tvar (14.2)), pficemz amplituda rozptylu je

rovina 42M
FR F) = —27 % (&) be(@)da' = ——— (W V1), (14.7)

Bornova rada

Lippmann-Schwingerovu rovnici ((14.3]) mizeme fesit iterativné tak, Ze za ¢z(2") v integralu
opakované dosadime pravou stranu, tj.

b@) = wpl@) + / G — YU (@)@ )P
R3
= (@) + / @ G (T — &)U (@ Wop(@) +

+ / d*x’ / Eo"GHE - VU (@)GEHE — 2 (") (")
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Kazdy dalsi ¢len rozvoje obsahuje o jedna vyssi mocninu potencialu. Pokud je tedy in-
terakce slaba, je mozné cleny od jistého rfadu zanedbat a priblizné vyjadrit stacionarni
rozptylovy stav pomoci znamych funkei ¢ a G’g. Dosazenim do 1) dostaneme Bor-
novu fadu pro amplitudu rozptylu

P 4772M / 7 P
FORR) = ——5—=@pVieg) = fOEE) + FOR F) + ..., (14.8)
kde
= 47T2M M AW — ’
fOWR) = === plVIvg) = —5—5 [ STV d, (14.9)
R3
_47r2M 2M

h2

Jednotlivé ¢leny Bornovy fady miizeme interpretovat tak, ze k rozptylu ptisobenim potenci-
alu dojde bodové jednou, dvakrat, atd. 1. Bornovu aproximaci dostaneme prosté tak, ze ve
vztahu pro amplitudu rozptylu (14.7) nahradime stacionarni rozptylovy stav ¢; rovinnou
vlnou 1. V tomto piibliZzeni je amplituda rozptylu az na nasobek rovna Fourierové trans-
formaci potencialu. 1. Bornovu aproximaci lze pouzit, pokud je interakce slaba a kineticka
energie nalétavajici castice dostatecné velika.

1. Bornova aproximace pro sféricky symetrické potencialy

Pro sféricky symetricky potencial je amplituda rozptylu v 1. Bornové aproximaci rovna

Lo M
O k= —

R3

ERITY (|7

Oznac¢ime pfenesenou hybnost

velikost ¢ je potom rovna

q= |k — k| = VK? = 2kk cosf + k? = \/2k21—cosé’)—2k’smg

Zvolime si lokalni soufadny systém (z/,v/,2") tak, Ze osa 2z’ mifi ve sméru ¢ a integral
prevedeme do sférickych soutadnic (1, ', ¢')

0o 21
— M
FOK b) = = [ 72dr / sin ¢'d6’ / dpe™ " SV (1),
0 0
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Integral pres uhly je roven

™ 2m
., , —iqr’' cos ' 1T 4
/sin €/d9’/dgae“” cost” — og [e—/} = —Wsm(qr)
iqr R
0 0
Pro amplitudu rozptylu pak dostaneme
My M / N oo 0
fUOH k) = ———— [ 7'V()sin | 2k’ sm dr' = fk ( ). (14.10)
h?k sin 5

Amplituda tedy zavisi pouze na thlu 6, a ne na ¢. Pro sféricky symetricky potencial to
plati pro v8echny fady Bornova rozvoje, tj. f(k', k) = fx(0), jak lze vidét z rotacni symetrie
tlohy okolo osy odpovidajici sméru dopadajicich ¢astic (osa z).

14.1 Metoda parcialnich vin

Pro sféricky symetricky potenciél 1ze nalézt jiny typ rozvoje amplitudy rozptylu, ktery
nezavisi na sile interakce. Muzeme ho vyuzit i v ptipadech, kde poruchovy rozvoj neni
viitbec mozny (napf. pro rozptyl na tvrdé kouli, kdy je potencial nekoneény pro r < R, viz.
cviceni Vyuzijeme toho, Ze celkovy hamiltonian je skalar a ma tedy spoleéné vlastni
vektory s momentem hybnosti. Stacionarni rozptylovy stav spliujici asymptotické chovani

muzeme rozvinout do sférickych vin. V rozvoji budou hrat roli pouze stavy s m = 0 (pak

plati Yo(0, ¢) = /2 P(cos §)). Moment hybnosti je totiz integral pohybu, tj. kvantova

¢isla [ a m se zachovéavaji, a pro dopadajici ¢astici je m = 0 (je to rovinné vlna §i¥ici se ve
sméru osy z). Jeji rozklad do sférickych vin je (viz. (7.14))

L ik -
Fe? 3 E (20 + 1)y (kr) P, (cos ),
(2m)? <27r R

Vp(7) =

kde 7; jsou sférické Besselovy funkce a P, jsou Legendreovy polynomy. Pouzijeme asympto-
tické chovani sférické Besselovy funkce

sin (k:?“ — lz) 1 Gilkr—13)

(k) ~ 2. = 2) — gmilkr=l3) 14.12
ai(kr) kr 2ikr ( i ¢ i ) ’ ( )
a vztah i’ = 2| a nalezneme, Ze rovinna vlna se pro velka r chova jako

[ 1 sin (kr — 1z )
(7)) ~ —— i'(2l + 1) ——22 P, (cos 14.13
Ge@) oy D e )T eost) (14.13)

oo ikr . efikr

~ 20+ 1) — e P, 0) . 14.14
Wgz * 2Zk3|:7” c 7“:| ! (cos 6) ( )

=0
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e’ e’

V asymptotické oblasti je tedy rovinna vlna superpozici rozbihavé (;) a sbihaveé ( TkT)
viny. Do Legendreovych polynomt rozvineme i amplitudu rozptylu (to lze udélat s kazdou
funkei 0; dodateény faktor 2/ + 1 zjednodusi nasledujici vypocty)

0) = i(?l + 1)F(k)P, (cos0), (14.15)
1=0

kde Fj(k) je amplituda rozptylu I-té parcialni vlny. Rozvoje (14.15)) a (14.14]) dosadime do
(14.11) a nalezneme

0 ikr —ikr
(& ¥ Z (20 +1)— 2m (1+ 2ikFy(k)) er —eir — | Pi(cost).  (14.16)
—_———
Si(k)

=0

l\.’)

Vidime, ze v asymptotické oblasti je stacionarni rozptylovy stav opét roven superpozici
rozbthavé a sbihavé viny. V porovnani s rovinnou vlnou je v rozvoji u rozbthaveé
viny navic faktor S;(k) = 1 + 2ikF;(k). Komplexni ¢islo S;(k) mé velikost rovnou jedné.
Pro pruzny rozptyl, kdy nedochézi k absorpci ¢éstic, musi totiz byt tok dopadajicich ¢astic
stejny, jako tok vyletujicich ¢astic, tj. koeficienty u sbihavé a rozbithavé viny v ([14.16)) musi
mit stejnou velikost

[Sik)] = | — €' =1.
Zavedeme si relativni fazové posunuti [-té parcialni viny 6;(k) vztahem
Sl(k’) — 62i6l(k).

Stacionarni rozptylovy stav (14.16)) pak lze vyjadrit ve tvaru

o0

. 1 1 216, (k) ei(krfl%) e~ (kr—13)
op(%) = (27?)% Z (20 + 1)22k {e e P . P, (cos@) (14.17)
1=0
in (kr — 15 + &, (k
gl Z e (o1 1) 2 = ) cos) (14.18)

V porovnani (14.18) s rovinnou vlnou (|14.13)) vidime, Ze se argument sinu [-té parcialni
vlny posune o §;(k). Fazové posunuti tedy popisuje vliv potencialu na I-tou parcialni vlnu -

pro V =0 je ¢y = 95, a tedy Si(k) = 1, resp. 6;(k) = 0. Pomoci fazovych posunuti mizeme
vyjadrit amplitudu rozptylu [-té parcialni viny
Sl(k') - 1 _ €i5z(k) SiIl 5l(k>
21k ko
Celkova amplituda rozptylu ((14.15)) je pak rovna

Fi(k) =

Fu(0 :%Z 20 + 1) ® sin 5,(k) P (cos ) (14.19)
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Diferenciélni G¢inny prufez

(5), = 1noF

1 oo o0
= 7 2 2 (I DL+ DT sin (k) sin by ()P (cos ) Py (cos),

1=0 I'=0

je ovlivnén interferenci ¢lentt s riznymi hodnotami [. V celkovém u¢inném prifezu tato
interference zmizi kviili ortogonalité Legendreovych polynomii
™
/Pl(cos )Py (cosB) sin 0dh =
0

o (14.20)

Pro celkovy ucinny prifez pruzného rozptylu na sféricky symetrickém potencialu plati

21 ™
i do A & >
= /ds0/81n9d0 (d—Q) e Z(2l+1)sm (k) = ;al (14.21)
0 0 -

Lze ho tedy napsat jako soucet u¢innych prufezu pro jednotlivé parcialni viny

dm

(k) = 15

20 + 1) sin? 6;(k) = 4w (2l + 1)| Fy(k) [ (14.22)

Uvazujme nyni imaginarni ¢ast amplitudy rozptylu

o

Im £ (6) — %Z@z 1) sin2 (k) B (cos )

=0

Pro Legendreovy polynomy plati P,(1) = 1, takze pro nulovy thel dostaneme

(20 + 1) sin? 6y (k) =

| =
NE
&

Im f;,(0) = —oa(k).

l

i
o

Tento vztah je specidlni pripad tzv. optického teorému.

Amplituda rozptylu , resp. celkovy U¢inny prifez , jsou dany nekonec¢nou
sumou pfes parcialni vlny s riznymi hodnotami /. Pro potencialy konecného dosahu R
sta¢i uvazovat pouze kone¢ny pocet parcialni vin, pricemz [,,,, 1ze odhadnout nasledujici
uvahou. Na ¢astici s momentem hybnosti [ plisobi ve vzdéalenosti R odstfediva bariéra
~ %. Pokud je energie ¢astice mnohem mensi, bariérou nepronikne a viibec se nedostane
do oblasti nenulového potencialu. Z podminky

212 R2k2
o > F = o
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plyne, ze pro [ > kR jsou fazova posunuti velmi maléa. Staci tedy uvazovat parcialni viny
S | < lypae = kR. Pro malé energie dopadajicich ¢astic tedy dochézi k rozptylu predevsim
v s vlné (I =0).

Lze ukazat, ze pro pritazlivy potencial (V (r) < 0) jsou fazova posunuti kladné. Naopak,
pro odpudivy potencial jsou zaporna.

Z ortogonality Legendreovych polynomi plyne, ze amplitudu rozptylu [-té par-
ciadlni vlny lze vyjadrit z celkové amplitudy vztahem

Fi(k) = % / £4(6) P(cos 0) sin 06 (14.23)

Pro slabou interakci a velké energie dopadajici ¢astice pak mizeme fi(6) nahradit 1. Bor-
novou aproximaci ((14.10]). Fazova posunuti i amplitudy jsou malé, takze priblizné plati

sin0y(k) =~ &;(k) =~ kF (k).

Zmame-li amplitudu rozptylu v 1. Bornové aproximaci, mizeme z téchto vztahi urc¢it pii-
blizny tvar fazovych posunuti.

Presny tvar fazovych posunuti mizeme urc¢it, pokud umime vyftesit bezc¢asovou Schro-
dingerovu rovnici pro dany sféricky symetricky potencial V(r) kone¢ného dosahu. Stacio-
narni rozptylovy stav muzeme zapsat jako superpozici spole¢nych vlastnich funkei H , L2
a I:;;, které muzeme zapsat ve tvaru

¢klm<r7 9@) = Rkl(T>Y2,m<97 90)

V rozvoji budou pouze stavy s m = 0, pro porovnani s (|14.16)) ho zapiSeme ve tvaru

o0

¢p(7 E Z (21 + 1)i' Ry (r) P (cos 0). (14.24)

=0

Funkce Ry (r) jsou Fesenim radialni rovnice s potencialem V (r)

[(dj L2 d) B (27?24‘/( " z(z;ﬁ) MQ} R 1)

dr? ~ rdr

Mimo dosah potencialu (tj. » > R) se tato rovnice zredukuje na radialni rovnici pro volnou

Castici (viz. kapitola (7))
Z? 2d I(1+1)
Kdﬂ T ) T k2} fulr) =0

rdr r

Jejim TeSenim je linearni kombinace sférickych Besselovych a Neumannovych funkei

Rkl(r) = (lljl(k'T) + bml(kr).
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Koeficienty a; a b; uréime tak, abychom dostali spravné asymptotické chovani stacionarntho

rozptylového stavu (14.17) pro r — oo. Asymptotika Besselovy funkce je ve vztahu (14.12)),

1 i(kr—1%) —i(kr—1%)
(e +e ) .

pro Neumannovu funkci plati
1 s

_ kr — l—) -

cos (kr ~ 13) = ~51;

~

ni(kr) =
((Fr) kr
Dosazenim do (({14.24]) po tpravach dostaneme asymptoticky tvar

—ikr

Py(cos0).

eikr
. ((ll +1 l)

! > 21+ 1)% [(al —iby)

Njw

op(T) =
(2m)2 =5
Porovnanim s (14.17)) nalezneme vztahy
ap — ’Lbl = Sl(k’) = €2i5l(k),
a,+1b, = 1.
k) cos 6, (k),

Jejich feSenim je
a; =

by =

Musime tedy nalézt feSeni radialni rovnice (14.25) pro r < R (feSeni musi byt regularni,
tj. konecné v r = 0), které navazeme na feSeni pro r > R ve tvaru

Ru(r) = €% (cos 6 (k)7 (kr) — sin & (k)ny(kr)) . (14.26)

—e k) sin 6y (k).

Féazova posunuti ¢;(k) pak uréime z navazovacich podminek v r = R.

14.2 Piiklady

Cviceni 48. Uvazujte rozptyl na Yukawové potencidlu

Urcete diferencidlni ucinng prirez v 1. Bornové aprozimaci.
Navod: Amplituda rozptylu v 1. Bornové aproximaci (14.10) je pro Yukawuv potencial
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rovina

KM T, 0 OKM [ ol [ i
f,gl)(e) _ __AM / e in <2k7’/ sin _> dr' — — 5 e~ — (ezqr — e > dr’
h ksm§ 0 0
——
%
— _ M (e*(a*iq)” + e*(o‘JriQ)r/) dr' = _ kM S
ih2q Mg lo—ia otie
0 b 214 .
a;iqLZQ
2KM 1

h? o2 + 4k2 sin® g'

Diferencialni u¢inny prifez je potom

do QK M\ 1
Ao\ oy g 2:< ) .
(dQ)km 108~ (%) G

V limité a« — 0 Yukawiiv potencial prechazi v Coulombicky. Diferencialni G¢inny prifez
odpovida klasické Rutherfodové formuli

AN 2KM\? 1 (MK\> 1
/), \ m ) 16kisin*f  \ 2 ) ptsin?§

Dostaneme spravny vysledek, byt postup vypoctu pro Coulombicky potencial neni korektni
- klesa v nekonecnu prili§ pomalu, takze rozptylové stavy nemaji pozadovanou asymptotiku.

Cviceni 49. UvazZujte rozptyl céastic na Gaussovském potencidlu
Vi(r)=Voe ™, Vo, A>0.

Urcete amplitudu rozptylu, diferencidlni a totdlni ucinny pritez v 1. Bornové aproximaci.
Naleznéte fazova posunuti pro s a p vinu v této aproximaci.

Navod: Pro Gaussovsky pontecial je amplituda rozptylu v 1. Bornové aproximaci ((14.10))
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dana integralem (q = 2k sin g)

MV, [ My [ [ ‘ ! ‘
e = — O [ re ™ sin (qr) dr = — =" re Nrr g | pe Al gy
k h2 h2

i
4 T\q 0
o0 o0 ‘ T=7F 5%
= —M;/Oe_g /TG_A(T_)QCZT— /re‘”’"*'ﬁ)zdr = dx = dr
1h?q iq

0 0 Y=
MVy 2 [ [
= — ih2;€_r / (z +y) e dx — /(:v —y)e M dx
-y

)

>

Y 0 )

y
MVy &

= - .hQOe_ZT /xe_mjdx +y /e_m2dx—/e_m2dx +2/e‘m2dx
(U

—y —y 0 0

J/

V

_KMVy o KMVO KBt g
- ih?‘“y\[ \/7 T o \/;e '
MV, k2(1 0059)
Y \/;e

Diferenciélni a¢inny prurez je pak roven

do MV, 2 _ K2(1—cos6)
() @ =10 = (F) e

Celkovy U¢inny prifez je

27 ™

_ : do MVy

o(k) = /dgp/sm@d@ (d_Q) (2712
0 0

7T k2(1 cos 6)

)\3 b) sin 6d6

(14.27)

1 —cost =z MVy\? 272 _72: MVy\? 272 A _2?
_ —— dr = ~3 12 (1 —e A )
' 2hH2 3 2h? A3 k2
0

sin 6df = dx

MVy\? 272 a2
-\ o2 /\2k2<1_€ )

(14.28)

Amplitudy parcialnich vin v 1. Bornové pfiblizeni ur¢ime ze vztahu ((14.23). Pro [ =0

je Po(t) = 1, takZze plati

MW _k2(1—cos®) | MV, |m 1 k2
Fo(k) = 7 ,/)\3/ > sinfdf = — 573 \/;ﬁ (1 —e X
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—0.25 -

O'I(k)

oi(k)

—0.5F

Obrazek 14.2: Vlevo jsou fazova posunuti pro s (modie) a p (CGervené) vlnu. Vpravo jsou
parcialni t¢inné prifezy pro s a p viny a celkovy tcinny prifez (¢erné). VSechny parametry
jsou rovny jedné, tj. M =h=Vy,=A=1.

Fazové posunuti a parcidlni aéinny prufez s-vlny jsou rovny

MVy |n1l K2
So(k) = k:FO(k)_—W\/;E (1—e ) (14.29)
MVy\? 472 12\ 2
oo(k) = 47T|F0(k)\2—(2h2) W(l—e ) . (14.30)

Podobné pro p-vinu dostaneme parcialni amplitudu (P (t) = t)

T 2
MVy |m _ k2 (1-cos0) ) MVy | K2,
Fl(l{?) = —?20 F /6 22 cos 0 sin 0d0 = _WQO F e SA (1 — I)dl‘
0 0

MVy [n1 ] 2)\_1__% 1+2)\
= — /= (1—-——=+e¢ — ).
202\ Ak k? k2
Féazové posunuti a parcidlni i¢inny prirez tedy jsou
MVy [n1 2\ k2 2\
0(k) = kFi(k)=— — |1 - — A1+ = 14.31
1(k) 1(k) 2h2\/:k< e (+k2))’ (14.31)
MVy\? 1272 20w 22\ \?
_ 2 _ 0 _#2
Pro ilustraci jsou na obrazku zobrazeny fazova posunuti (14.29), (14.31)), parcialni
uc¢inné prutezy (14.30), (14.32) a celkovy u¢inny prufez v 1. Bornové aproximaci ((14.28]).

Vidime, ze pro malé energie vyrazné dominuje rozptyl v s-viné.

Cviceni 50. Uvazujte rozptyl na tvrdé kouli, tj. potencidlu

© r< R
Vi(r)=
0 »r>R
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Naleznéte fazovd posunuti a ucinng prurez pro l-tou parcidlng vinu. Urcete jejich explicitni
tvar pro s-vinu. Odhadnéte celkovy ucinny prurez v limité pro malé, resp. velké energie.

Navod:
Radialni funkce Ry (r) je identicky rovna nule pro r < R, pro r > R plati ((14.26)).

Regeni spojité navazeme v r = R, tj.
Gi(sl(k) (COS 5l<k)]l(]€R) — sin 5l(k)nl(kR)) = 0.
Touto podminkou jsou urcena fazova posunuti

Ji(kR)

tan o, (k) = (iR

(14.33)

Pro celkovy u¢inny pritez [-té parcialni viny pak plati

47 , 47 tan? §;(k) A J2(kR)
k)= —@20+1)sin®§(k) = 21+ 1) ———=—(2l+1 L :
ok} =z @+ Dsinalh) = 5 A U s m ~ 2P V5GR i R)
(14.34)
Sférické funkce pro [ = 0 maji tvar
, sin z cos 2
o) = 222 () = -2,

takze pro s-vinu plati

47
do(k) = —kR, oo(k) = 12 sin?(kR).
Pro malé energie (kR < 1), kdy v rozptylu dominuje s-vlna, je celkovy Géinny prifez
roven 4
009~ —Wk2R2 =47 R%

)
Pro velké energie (kR > 1) lze ukéazat, ze plati

o(k) ~ 2T R%.

Sumu ((14.21)) rozdélime na dvé ¢asti

lmax &)
ok)=> o)+ > olk),
=0 I=lmaz+

kde 0 = kR. Pro | > [,,,, aproximujeme sférické funkce pomoci jejich chovani blizko

nuly

d m(z) ~ - H =Y (14.35)

Ji(z) = ( S+

204+ 1)1V
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Pro tangens fazového posunuti pak pfiblizné plati

N (kR)%+! N ER\ 2
tan 0;(k) ~ @@ S\ tan 0,1 (k).
——
<1

Prispévek clent s [ > [,,4, tedy klesé rychle k nule a mizeme ho zanedbat. Pro [ < 1,42
naopak pouzijeme asymptotické chovéani sférickych funkci

sin(kR —17)
- kR

ER—1Z
ni(kR) ~ _cos(kR —13)

Ji(kR) R

Tangens fazového posunuti je pak pfiblizné roven
T
tan 0;(k) =~ — tan(kR — l§)

s

Fazova posunuti 0;(k) a d;41(k) se tedy lisfi o 7. Soucet totalnich ucinnych prifezi pro
l[-tou a [ + 1-ni parcialni vlnu lze nahradit

AT _ AT
o(k) + o141(k) = 2 [(20 + 1) sin® 6y(k) + (20 + 3) cos® §,(k)] ~ ﬁ@l +2).
Pro | < ;4. tedy bude priblizné platit
_olk) +oa(k)  Am
o(k) =~ 5 N (l+1).

Pro celkovy u¢inny prifez pak nalezneme odhad

! kR

— 47 47 (kR)? 9

o(k) ~ ;am ~ ﬁ;(u D~ 5=y =R

Pro ilustraci jsou na obrazku znazornéna fazova posunuti a G¢inné prufezy pro
parcialni viny s [ = 0,1,2,3. Vpravo je ¢ernou carou vykreslen totalni a¢inny prutrez. Z
grafu je vidét, ze pro malé energie v rozptylu dominuje s-vlna, a pro k — 0 plati o — 47 R2.
Pro velké energie se totalni G¢inny priifez blizi hodnoté 2w R%.

CvicCeni 51. Uvazujte rozptyl castice na sférické dutiné obalené o-funkci, tj. potencidlu

V(r) = %5@ —R).

Urcete fazovd posunuti a ucinny prurez pro [-tou parcidlni vinu.

Navod: Nejprve musime nalézt radialni vlnovou funkei Ry;(r). Mimo bod r = R je poten-
cial nulovy, takze se jedna o volnou ¢ééstici. Pro r > R ma tedy feSeni tvar ((14.26)). Uvnitf
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2m

Jl(k))/RQ

kR kR

Obrazek 14.3: Fazova posunuti §;(k) (vlevo) a udinny prutez o;(k) (vpravo) pro I[-tou
parcialni vlnu jako funkce kR. Modfe je s-vlna (I = 0), ¢ervené p-vlna (I = 1), zelené
d-vlna (I = 2) a hnédé f-vlna (I = 3). Vpravo je ¢erné vykreslen celkovy ucinny prifez
o(k).

slupky je feSsenim pouze néasobek sférické Besselovy funkce (musi byt v nule konecné, a
sférické Neumannovy funkce diverguji v nule), tj.

Ru(r) = A(k)ji(kr), r<R.
Resenf spojité navazeme v r = R, tj. plati
Ai(k)ji(kR) = €™ [ cos & (k)ji(kR) — sin & (k)ny(kR)]. (14.36)

Druhou navazovaci podminku dostaneme z prvni derivace. Ta neni v r = R spojita, ale ma
skok dany silou d-funkce (viz. kapitola ?77?)

_ 2M o
R;CI(RJr) - R;cl<R ) = 2—Rkl(R)
h’R
V nafem pifpadé dostaneme (oznaili jsme g = 24%)

ke ™ [ cos 6(k)j) (kR) — sin &,(k)nj(kR)] — kAi(k)j)(kR) = %Al(k) Ji(kR).
Za pravou stranu dosadime z ({14.36)), vynasobime j;(kR) a opét dosadime za A;(k)j;(kR)
na levé strané z ((14.36f), po algebraickych tpravach nalezneme

— sin & (k) ljl (kR)nj(kR) — j (kR)nl(k:R)l = % ji(kR) [ cos 8, (k)ji(kR) — sin 6,(k)ni(kR)].
WZZ;R)

(14.37)
Na levé strané je tzv. Wronskian

Wi(z) = det (Jfl,(z) mgzg) (=) = L )mlz).

ji(z) m
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Ukazeme, ze W;(z) = Z% Funkce j; a n; splhuji sférickou Besselovu rovnici ([7.10))
w2 I(l+1)\ .
g i (1— ( > )>]l = 0

2 l(l+1
n;'—l——ng—i-(l— L+ )>nl = 0.
z

22

Prvni rovnici vynasobime n;, druhou j; a odec¢teme je od sebe - tim dostaneme diferencialni
rovnici pro Wronskian

: : 2 . 2
Jin =gy +— G —gmg) = 0 = Wy —-W;=0.

Wy W

Refenim je Wi(z) = 5. Zbyva urcit konstantu c. Tu mizeme nalézt napi. z chovani funkci

Ji(z) any(z) pro malé z (14.35)). Pro [ # 0 dostaneme

B dd (2= 20—\ d 2
Wilz) = (2z+1)!!£(_ P )_(_ 21 )%(2”1)!!

[+1 1 [ 1 1

N1 Tar12 2

d 1 1\ d 1
Wols) =15, (—z) - (—;) &

V obou pfipadech je tedy ¢ = 1. Po dosazeni za Wronskian méa rovnice ((14.37)) tvar

Pro [ = 0 plati

1 | | |
~ e sin0;(k) = %J?(kR) cos 0y (k) — kiR]l(kR)nl(kR) sin &;(k),

ze kterého vyjadiime tangens fazového posunuti

qji(kR)

tan d;(k) = — ) 14.38
)= Rk — )
Pro G¢inny prifez [-té parcidlni viny pak plati
4 4mr tan? 0; (k)
k) = — @+ 1)sin?6(k)= =2[+1)————
Ul( ) kQ( + )Sln l( ) ]{,'2( + )1—|—tan25l(k)
_ ¢*ji (kR) . (14.39)

@25t (kR) + (gji(kR)ni(kR) — 1)

Na obrézcich [14.4] [14.5| a[14.6] jsou fazova posunuti a ti¢inné prifezy pro rizné parcialni
vlny jako funkce kR pro riznou silu interakce (¢ = 1,10, 30). Modra ¢ara odpovida s-viné
(I = 0), ¢ervena p-viné (I = 1) a zelena d-vlné (I = 2). Vpravo je ¢ernou ¢arou vyznacen
celkovy ucinny prifez.
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Obrazek 14.4: Fazova posunuti a u¢inné prufezy pro q = 1.

0F 100

o1(k)/R?

Obréazek 14.5: Fazova posunuti a i¢inné prutezy pro g = 10.
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N
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o ~
~ —
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kR kR

Obrazek 14.6: Fazova posunuti a u¢inné prutezy pro g = 30.

S rostoucim ¢ jsou na parcialnich tc¢innych priifezech i celkovém patrné ostré piky. Ty
odpovidaji rezonancim, tj. kvazivazanym stavim. V limité pro ¢ — oo (resp. a — 00) vede
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Hladina 1s | 1p d | 2s | 1f | 2p lg
Hodnota kR | m | 449 | 5.76 | 2m | 6.98 | 7.73 | 8.18

Tabulka 14.1: Numerické hodnoty kotfenu sférickych Besselovych funkci pro k,; R < 9. Je
pouzito spektroskopické znaceni hladin nl, tj. s <> 1 =0, p<l=1,d<1=2, f < | =3,
g l=4.

sféricka slupka s d-funkci na neprostupnou kouli, tj. k potencialu

0 r<R
Vaﬁoo(R) =
oo r>R

Hamiltonidn mé pak diskrétni spektrum. Radialni rovnice ((14.25)) je pro tento potenciél

> 2d (+1) 2 s  2M
[(W + ;%) o T2 + knl:| Rnl(r) = 0, knl = ?Enl

s okrajovou podminkou
R (R) = 0. (14.40)
Reguléarni feseni je
Rnl(r) = jl(knﬂ“).
Energie vazanych stavi céstice v neprostupné kouli jsou urceny okrajovou podminkou

(T4.40), tj.

Ji(kyR) = 0.
Pro s-stavy (I =0) je jo(z) = Si‘;'z, takZe musi platit
kngR = nm.
Z této podminky dostaneme
n’n2h?
Eno = 57
2M R?

To souhlasi s energii ¢astice v nekonecné jameé $itky R. Energie stavii s [ # 0 (resp. ky;) se
musi uréit numerickym nalezenim kotfent sférickych Besselovych funkei. Hodnoty kofenti
pro ky, R < 9 jsou uvedeny v tabulce [I4.1] Pro ilustraci je na obrazku [14.7] celkovy aéinny
prufez pro ¢ = 100 a R = 1. Piky jsou velmi blizko hodnotam k,; odpovidajici rezonancim

uvedenym v tabulce
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k

Obréazek 14.7: Celkovy u¢inny prifez pro ¢ = 100 a R = 1. Piky odpovidaji rezonancim,
tj. kvazivazanym staviim ¢astice uvnitt dutiny. Energie jsou blizké hodnotam pro vazané
stavy ¢astice v neprostupné kouli uvedené v tabulce [14.]]
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Kapitola 15

Nerozlisitelné céastice

Identické castice, které nelze odlisit podle nedynamickych parametri, jsou v kvantové me-
chanice nerozlisitelné. Jejich oc¢islovani nema zadny fyzikalni vyznam a predpovédi teorie
na ném nesmi zaviset. Ze zimniho semestru vime, Zze tento pozadavek je splnén, pokud
jsou stavy identickych ¢astic bud plné symetrické, nebo plné antisymetrické, vici zaménd
libovolné dvojice ¢astic. V prvnim piipadé se jednd o bosony (¢astice s celo¢iselnym spi-
nem), ve druhém piipadé fermiony (Gastice s polocelym spinem). Je-li H Hilbertav prostor
jedné castice, pak prostor moznych stavi N bosont je podprostor symetrickych stavi
HgN) C H®N. a prostor moznych stavi N fermionti tvoii podprostor antisymetrickych
stavit H§Y) C HEN.

Ukézeme si, jak se d& symetrizace a antisymetrizace stavu realizovat pomoci operatora
transpozice, resp. permutaci, a sestrojime projektory na Hng) a HELXN). Zavedeme si obsazo-
vaci ¢isla, ktera jsou uzitecna k popisu stavu nerozlisitelnych ¢éastic. Pro praci se systémy s
proménnym poctem ¢astic si definujeme tzv. Fockiiv prostor a predstavime si formalismus
kreac¢nich a anihila¢nich operéator.

15.1 Symetrizac¢ni a antisymetriza¢ni projektory

Necht #H je Hilberttiv prostor jedné ¢astice, zvolime si v ném néjakou ON bazi {|¢x)}

(Deldr) = 0w, D low) (el =1,

kde ¢y, reprezentuje sadu kvantovych ¢isel urcujicich hodnoty néjaké iplné mnoziny pozo-
rovatelnych. Typicky je jednou z pozorovatelnych hamiltonidn jedné castice H,.
Uvazujme nejprve dvé nerozliSitelné ¢astice. Definujeme operator transpozice ¢astic
P19y jeho piisobenim na bazické vektory |¢r,, ¢r,) = |fr,) @ |br,) v tenzorovém soucinu
HOH R
P(172)|¢]f17 ¢k2> = |¢/€2a ¢k1>

Operator transpozice je zjevné hermitovsky, jeho kvadratem je identita, takze je i unitarni

A~

pT

_ D D2 _7 » _ p-1 _ pf
(1,2) — P2y, P(1,2) =1= Py = P(1,2) - P(1,2)'
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Jeho vlastni ¢isla jsou £1, vlastni podprostory jsou ’Hg) a ’H(Az), tj.

V|s) € 7‘[(52)7 Puaylts) = [¢s),
V|va) € HE, Pagla) = —[va).

Kazdy stav dvou nerozlisSitelnych ¢astic je tedy vlastnim vektorem operatoru transpozice

~

P1,2). Definujme operétory

S ~ 1

S — 5 (] + P(LQ)) 5 A = = (] - P(LQ)) . (151)
UkézZeme, Ze se jedna o ortogonalni projektory na podprostory Hg) a 7—[542). Zjevneé to jsou
hermitovské operatory, spoc¢itame jejich kvadraty

A 1 A . . 1 /- . A
52 - Z_l ] + 2P(172) + P(2172) - 5 (I + P(1’2)> - S,
~—~—

I
o 1 A . ~o 1 /- . -
A - Z_L ] - QP(LQ) + P(LQ) - 5 <_[ - P(172)> — A
~—~—

1

Jsou to tedy projektory. Dale plati

1 ~ ~ ~
PugS = = (P(1,2) + P(21,2)> =5,

2
. . 1 /4 R .
P(1,2)A = 5 <P(1,2) - P(21,2)> = —A,

takze S je ortogonalni projektor na podprostor H(SQ) a A je ortogonalni projektor na pod-
prostor Hf)
Vi) e HoH Sy e HY, Ajp) e HY.

Rovnéz vidime, ze plati
As=5i=1 (I-73,) =0,
tj. podprostory Hg) a ”Hf) jsou ortogonalni. Pro dvé ¢astice navic plati
S+A=1,
a odsud plyne rozklad
HoH=HD oHT.

Snadno se ukaze, ze vSechny pozorovatelné dvou nerozlisitelnych ¢astic musi komutovat s
operatorem transpozice. Necht pro dvoucasticovou pozorovatelnou B plati

B|b) = b|b). (15.2)
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Ket |b) je néjaky stav dvou nerozlisitelnych ¢astic, takze pro néj musi platit
Palb) = +b).

Na tuto rovnici zaptisobime operatorem B , na 1) pustime operator ]5(172), a rovnice od
sebe odecteme o R )
(BPu2 — PasyB) 1b) = Hblb) — (b]6)) = 0.

~ A~

Tento vztah plati pro vSechny vlastni stavy B, takze B musi komutovat s operdtorem
transpozice

[B, p(172)i| - O

Pozorovatelné tedy musi byt symetrické vici zaméné céstic. Protoze kazda pozorovatelna
komutuje s jednotkou, komutuje B i s projektory S a A

[B, S} —0, [B,A] 0.
Tyto vztahy vyjadiuji to, ze pozorovatelné pro nerozlisitelné castice musi ptisobit uvnitt

prislusného podprostoru, tj. zobrazit stav z Hfg/)A na stav z "H(SQ/)A Analogicky se ukaze, ze

]3(172), resp. S a 121, komutuji se v8emi unitarnimi operatory, které reprezentuji symetrie,
resp. obecnéji prostorocasové transformace.

Prejdéme nyni k systému N nerozlisitelnych c¢éastic. Definujeme operator transpozice
castice m an ]-:’(m,n) predpisem

p(m,n)‘¢k17"'v¢km7"'7¢kn7"'¢k1\z> = |¢k17"‘7¢kn7"'7¢k‘m7"'¢k‘N>‘

Opét plati, ze ]-:’(m,n) je hermitovsky a unitarni, takze ma vlastni ¢isla 1, a prislusné vlastni
d t ; H(N ) H(N )
podprostory jsou Hg ' a Hy,

V|ys) € %EqN), P(m,n)|?/fs> = |vg),
Vo) € MY, Punmlta) = —a).

K dané permutaci N prvka m
m:{l,...,N} = {m,...,7n},
prifadime operator P, definovany vztahem

p7r|¢k17¢k27 v 7¢k1\7> = |¢k7r1’¢k7r27 s ’¢k”N>

Kazdou permutaci lze rozlozit na transpozice, takze P, lze také rozlozit na souéin ﬁ’(m,n)
(rozklad neni jednoznaény, ale vzdy obsahuje bud sudy, nebo lichy pocet transpozic). Pro
operatory permutaci pak plati

Vys) € 1Y, Bolvs) = |vs),
Viga) € Y, Prlia) = oxliba),
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kde o, je znaménko permutace m (tj. o, = 1, pokud 7 je sudd permutace, a o, = —1,
pokud je to licha permutace). Definujeme symetriza¢ni a antisymetrizaéni operatory

§= P A= S0P, (15.3)

Ukazeme, ze jsou to ortogonalni projektory na podprostory ’HgN) a H(AN). Vyuzijeme toho,
7e permutace tvoii symetrickou grupu Sy, ktera ma N! prvki. Pokud pro sloZzeni permutaci
plati

5'04:% 0p0q = On~,
pak o )
P3P, = P,,
tj. P, predstavuji reprezentaci grupy permutaci Sy na H®Y. Odsud pak plyne
Pss = Nuzﬂa: _ZP:S

~

A

" A A 1 N o
« v

kde ve druhém radku jsme vyuzili
050, = 05(0304) = 4.

7 téchto vztahi uz se snadno ukaze, ze S a A jsou projektory
$ = LY hS-—Y5-3
—mza—mZ—,
- 1
2 _ - —
A= Foe MEZ -

Ze vztahi |D je navic ziejmé, ze S je projektor na HgN) a A je projektor na 7—[(AN). Tyto
podprostory jsou ortogonélni, protoze plati

AS = N'ZUQPS S ZUQ— ,

kde posledni rovnost plyne z toho, Ze polovina permutaci je sudych a polovina lichych.
Poznamenejme, Ze pro dvé ¢astice jsou vztahy pro projektory a identické,
protoze grupa permutaci Sy ma pouze dva prvky - identickou permutaci a transpozici
1 — 2. Pro vic nez dvé castice ale soucet projektort neni roven jednotkovému operatoru

N>3—= S+A+1,
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takze
HY @ 1D £ 1N pro N #£2.

Pozorovatelna B souboru N nerozlisitelnych ¢astic musi byt symetrickd viici zaméné libo-
volné dvojice ¢astic, tj. musi komutovat se vSemi operatory transpozic. Musi tedy komu-
tovat i s projektory S a A

[B,S‘} —0, [B,A] —0,

tj. pozorovatelné nerozlisitelnych ¢astic musi ptisobit uvnitt prislusného podprostoru H(SJE

15.2 Obsazovaci Cisla

Sestrojime nyni ON baze v podprostorech ’Hgm a "H(AN) z jednocasticovych bazickych stavi
|¢) (modi). Uvazujme nejprve N bosont v modech s kvantovymi isly oy, ..., @k, kde
jsou indexy usporadané k; < ky... < ky (abychom dostali razné stavy). Normalizovany
bazicky stav N bosont pak oznacime jako

’¢k17¢k27 <. 7¢kN>S> :NSS‘¢k17¢k27 . . '7¢k1\;>-

Analogicky pro N fermiont ozna¢ime normalizovany bazicky stav jako

’¢k17¢k27 s 7¢kN1A> :NAA‘¢k17¢k27 cee 7¢k1\7>7

kde kvili Pauliho principu musime pozadovat k1 < ks ... < ky. Ng a N4 jsou normali-
zacni faktory, které nyni uré¢ime. Zac¢néme s fermiony, kde je vypocet jednodussi. Vektor

A|¢k1,q§k2, ...y Ory) je superpozici N! ortonormalnich vektord, v projektoru A je navic
faktor % Kvadrat normy tohoto vektoru je tedy ﬁ]\f I = % Normovany vektor tedy

dostaneme pro volbu Ny = v NI, tj.

. 1
|¢k’17¢k27 e 'a¢kN;A> = mA|¢k17¢k’27 s 7¢k1\7> - W ZJW|¢kWI7¢kﬂ-2a s 7¢kﬂN>'

vvvvvv

tovém stavu, a v takovém piipadé nejsou vSechny stavy v superpozici S|dk,, ks - - - » Okn )

ruzné. Zavedeme si proto obsazovaci ¢isla ny, které znaci pocet ¢astic v modu |¢g). Pro
.1 xe . . . . NI o

danou sadu obsazovacich ¢isel {n;}, kde >, n; = N, je v superpozici I, ! riznych orto-

normalnich stavi. Kazdy z téchto stavi je zastoupen s vahou (H ; nj!>. Kvadrat normy

vektoru lze tedy napsat ve tvaru

057 g (I =0Tt 2
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Normaliza¢ni faktor pak musi byt

N!
NS— W

Pro N bosont tak dostaneme bazické stavy

NI .
17 27 ) N;S = S 197 29 N
| ks, O Grp:S) T, 7 | ks s D Grn)

1
WZ |¢kﬂ1’¢k7’2’ T ’¢k”N>'

Obsazovaci ¢isla miizeme analogicky zavést i pro fermiony, kviili Pauliho principu v tomto
pripadé mohou nabyvat pouze hodnot n; = 0,1. K popisu bazickych stavi N bosoni
nebo fermionu pak misto explicitniho vypisu jednocasticovych stavi pouzijeme obsazovaci
¢isla (normaliza¢ni faktor miZzeme zapsat pro fermiony stejné jako pro bosony, protoZe pro
n; =0,1jen;! =1)

N!
Hk nk!

Tento stav popisuje situaci, kdy mame ny ¢astic v modu |¢y). ON bazi prostoru N bosonti

|n1,n2, ey Ny o ,S/A) = S/A (‘¢1>®n1 X ‘¢2>®n2 R... ‘¢k>®nk X .. ) .

Hng) tvori stavy
1, m, e, S), Y =N, n;=0,1,2,..., (15.5)
i
(n1,n2, gy SNy, g5 S) = St Ongng -+ - O -
a v pripadé prostoru N fermionu H;N) je tvorena stavy

|n1,na,y .oy ngy .5 A), Zni:N, n; =0,1, (15.6)

. / / / . .
(n1,mg, .o nk, AL NG, gAY = Gt Onang -+ Oy -

Teémto vektortim se casto rikéd Fockovy stavy.

15.3 Fockuv prostor

Zatim jsme pracovali s fixnim poc¢tem N identickych castic. Casto ale potfebujeme uvazovat
proménny pocet Castic, napt. v kvantové teorii pole. Stavovy prostor pro takovy systém se
nazyva Focktiv prostor a konstruuje se jako direktni soucet prostori pro rizné pocty ¢astic
N, tj. pro bosony

Fe(H)=HY o HY oY & ... = PHY,
k=0
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a pro fermiony

FrH) =HY e 1Y e e . = PHY.

Ve vztazich jsme dodefinovali
HO =10 ¢, uY =1V =%

Fockiiv prostor je opét Hilbertuv prostor. Skalarni soucin pro vektory z podprostoru se
stejnym poctem castic N je definovany v ”HS/)“ pro vektory z ruznych podprostori ho
dodefinujeme nulou

|w> € 7{S/Aa |¢> € HS/A , N1 # Ny = <¢|¢> =0,

a na cely Fockiiv prostor ho rozsirime tak, aby to byla sesquilinearni forma.
Baze v podprostorech HS/A tvori vektory (15.5), (15.6)), kde >, n; = N. Pro N =0

ma HY) S/A dimenzi jedna, odpovidajici bazicky stav |0) popisuje situaci, kdy v systému neni
zadné castice - je to tzv. vakuovy stav.

V dal$im si zavedeme kreac¢ni a anihilaéni operatory jednocasticovych stavi, pomoci
kterych 1ze Fockovy stavy (15.5)), (5.6 generovat z vakuového stavu |0). Krea¢ni operatory

zobrazuji vektory z ’HS/% na Vektory zZ ’HS/A Y , t]. pfidaji jednu c¢astici v néjakém modu.

Podobné, anihila¢ni operatory zobrazuji vektory z HS 4 ha vektory z HY /A Y , tj. ubiraji
jednu ¢astici (resp. anihiluji vakuovy stav na 0). Zda jsou ¢astice bosony nebo fermiony
se projevi v komutac¢nich nebo antikomutacnich relacich pro pfislusné operatory. Pro lepsi
pochopeni nejprve pripomenme formalismus kreacnich a anihila¢nich operatori pro LHO.
Vlastni stavy hamiltonianu LHO |n) spliuji rovnice

- 1
Hin) = (n—|—§> hwln), n=0,1,2,....

Pro hamiltonian LHO mtiZzeme nalézt posunovaci operatory a = a_ a al = a.., které splituji

Posunovaci operatory pusobi na bazické stavy |n) podle predpisu
aln) =+/nln —1), a'ln) =vVn+1n+1).

n-ty bazicky stav tak muzeme napsat pomoci pisobeni krea¢niho operatoru na zakladni
stav

1
Vnl

Hamiltonian LHO muZzeme zapsat ve tvaru

. 1 1
H= (a*a+§)hw= (N+§> huw.
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Operator N =ala pusobi na bazické stavy nasledovné

LHO muzeme interpretovat napt. jako jeden mod kvantovaného elektromagnetického pole v
duting, jehoz kvanta (fotony) maji energii Aw. Vybrany méd odpovida jednomu jednocasti-
covému stavu, tj. jednocasticovy Hilbertuv prostor H ma dimenzi 1 (¢astici se mysli foton,
nikoli LHO). Fotony jsou bosony a muZe jich byt v modu (tj. stejném jednocasticovém
stavu) libovolny pocet. |0) predstavuje vakuovy stav, kdy v modu nejsou zadné fotony.
Kreacni operator prida do modu jeden foton, anihila¢ni jeden ubere. Stav |n) odpovida
situaci, kdy je v moédu n fotont. Operator N lze interpretovat jako operator poc¢tu fotonu
v tomto modu.

15.4 Bosonové kreac¢ni a anihila¢ni operatory

Pro bosony zavedeme krea¢ni a anihila¢ni operatory modu |¢y) analogicky jako pro LHO
(kde mame jen jeden jednocasticovy stav). Krea¢ni operator &J,L pridé jednu ¢astici ve stavu
|1}, pusobi tedy na bazické stavy (15.5) nasledovné

d,1|n1,n2,...,nk,...;5> =vni+ 1|ny,ng,...,nk+1,...595). (15.7)

Anihilaéni operator a; ubere jednu Castici ve stavu |¢g), tj. jeho akce na bazické stavy

(15.9) je

dk]nl,ng, ey Ny oo S> = \/nk|n1,n2, vy N — 1, ceey S) (158)
Vidime, ze takto definované operatory jsou k sobé opravdu hermitovsky sdruzené
/ / . ~ . _ . Aty / . *
(N, ...ng, .. Slakna, . ng, o 3S) = (o, ong, L Sagng, Lo, S)T
NG ~~ 7 N - 7
‘/nkén/lnlmé’”%”kfl“' A /n;c+16n1n’1"'6nkn;€+1"'

Evidentné plati komutacni relace
[ag,a” - [ak,a,} — 0, (15.9)

protoze pro vSechny bazické vektory plati

[dl,d” Ny, g,y S) = \/(nk+1)(nl—|—1)|n1,...nk+1,...,nl+1,...;5>

Ve + D)+ D|ng,cone +1,..,m +1,...:5)
- 0,

a druha identita je jen hermitovské sdruzeni prvni. Odmocniny na pravych stranach (15.7)
a (|15.8)) jsou zvoleny tak, ze plati komutacni relace

[ak,aﬂ = G (15.10)
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Pro k # [ dostaneme

[dk,d;] Ing, . congy oo ng,38) = /g + g, .oong—1,...,n +1,...5.5)
—vng(ng+D)ng,...ong —1,....,n+1,...;.5)
0.

Pro k = [ nalezneme

[ak,az] 1yt 3 S) = /(e + 12|na, gy S)
—\/n2|ny, . ong, .5 S)
= |ngy,...ng,...;S),

a protoze rovnost plati pro vSechny bazické stavy, plati komutaéni relace ((15.10)).
Vakuovy stav spliuje pro vSechny anihila¢ni operatory vztah

ai|0) = 0.
Fockovské stavy ((15.5) mizeme z vakuového stavu generovat pomoci krea¢nich operatorti

1 Aty A
ny,nas - gy 3 ) = —————al™al™ . |0).

nl!ngl e

Focktv prostor bosont lze tedy zapsat jako

Operator

urcuje pocet ¢astic ve stavu |¢y)

Nelna, g, 8) = A/n2ng, ..o gy .. S) = nglng, ... ng, .5 S).

Zjevné jsou ay a al posunovacimi operatory k N,
k

[Nk,dz] = CAL;T€ ag, ai] + [@L,dl} ax, = —ay0k,
0 H/—/
—0p1
(Maf] = al |awaf] + [al, af| ax = afow.
—_— e —

Operator celkového poctu ¢astic pak definujeme pomoci

N=> Ny=) aja.

k k
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Fermionové kreac¢ni a anihila¢ni operatory

Pro fermiony definujeme kreacni operator lA)L tak, ze prida ¢astici ve stavu |¢y) nalevo od
jiz existujicich stavi, tj. (pro ). n; = N) plati

Dilni, .., 0k s A) = VN @ A (|01)%™ @ |¢0)®™ @ ...)
= VIN+DIA () © (1) @ [¢2)" @)

= (C)F VN E DA (60" @16 8 @ o) @)

2
= (=) lny, . 1)

Suma pocita, kolik modi pred |¢y) je obsazenych. Pro piipad ny = 1 definujeme
IA)L|n1,...,1k,...;A) =0.
Anihila¢ni operator definujeme pres hermitovské sdruzeni vztahem
07 ng = 0
I;k|n1,...,nk,...;A>: -
2. ny
(=1)= |ng,...,npg—1,...; A), ni=1.

Snadno ukidZzeme, ze fermionové operatory spliuji antikomutacni relace
{B},B,ﬂ} - {Ej,ék} ~0. (15.11)
Pro piipad 7 =k je {Z;L, Z;L} = 2?)22, a vztah plyne pfimo z definic

0, nkzl

{BZ,I;L}|n1,...,nk,...;A): A )
2b£|n1,,1k,,A>:O, nk:()

Pro j # k uvazujme bez Gjmy na obecnosti j < k. Pak plat{ (staci vzit stav s n; = ny =0,
jinak dostaneme automaticky nulu)

j—1 k=1
IR >y 2 i
b;b,t]nl,,()],,ok,,A> = (—1)121 (—1)1‘:1 nl,...,lj,...,lk,...;A>
kilni

= (—1)i:j |7l1,...,1j,...,1k,...;A>.

V opacném poradi plati

k—1 j—1
bib! 0jyees O, s A) = (=1 <lzlm>+l _p&" Loyl s A
1blny, . 05,0 O, s A) (—1) (=)= ng, 1y, gy A)
k—
Effu

= —(— =7 . .
J
(—1) Iy, ooy oo gy oo s A).
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Ve vsech pripadech mizeme zapsat rovnost
IA);lA),Unl,...,nj,...,nk,...;A> = —lA),tlA)ynl,...,nj,...,nk,...;A),
ze které plynou antikomutaé¢ni relace (15.11)). Analogickym postupem se ukaze, ze plati
{bj,ia;} = b (15.12)

Antisymetrizace stavi pro fermiony tedy implikuje antikomutac¢ni relace pro kreacni a
anihila¢ni operatory. Pauliho princip je schovan v identité

(B0} =28 —0— i —0,
Pro vakuovy stav fermionu plati stejné jako pro bosony rovnosti
be0) = 0.
Fockovské stavy vytvorime z vakua pomoci krea¢nich operatori
Ing,na, ., .3 A) = DIMBE™2 L |0),

na rozdil od bosont zde zavisi na poradi krea¢nich operatori. Fockiv prostor fermiont lze

zapsat jako
.FF(H) = [(H lA)Lnk> |O> an < 00, NE = O, 1]
k

k

A
Operator poctu ¢astic ve stavu |¢) je roven

Nk = Eltj)k‘u

|:Nk‘7(;li| = l;]t; {Bk,gl}—{i)l,i)z}ék = _Blékb
—_—— N —

(%] = 8 {bu. b} — {bl.8L) b = e
\T—/ \T—/
kl

V pripadé fermioni je N, projektor

N = bbbt = 0 [ {bub} —ble | b = bl — 3 B2 = N,
1“ 0

tj. jeho vlastni ¢isla jsou 0 a 1 v souladu s Pauliho principem. Operétor celkového poctu

¢astic pak definujeme pomoci
N =Y 8= Y bl
k k
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15.5 Pozorovatelné ve Fockové prostoru

Pozorovatelné ve Fockové prostoru lze rovnéz zapsat pomoci krea¢nich a anihila¢nich opera-
tord. Postup je stejny pro bosony i fermiony, oznac¢ime souhrnné jejich kreacni a anihila¢ni
operatory jako é,t a C. Zacnéme s jednocasticovymi operatory. Necht T je néjaka pozoro-
vatelna jedné Castice, tj. operator na H. V bazi jednocasticovych stavi {| ¢)} ho mizeme
rozepsat ve tvaru

T = (6l TIow) o) (dw]- (15.13)

kK

Pro N identickych ¢astic pozorovatelnou rozsifime predpisem
1) :ZI}®...f,,1®T®fl+1®...®fN.

Pokud mame ¢astice v jednocasticovych stavech |¢g,), ..., |dky), pak na né tento operator
pusobi nésledovné (P = S, A pro bosony, resp. fermiony)

N

(1)p|¢k17'“7¢ki7"'7¢kN>:ZZ<¢li /
=1

Ukézeme, zZe tento operator lze na Fockové prostoru definovat pomoci kreac¢nich a anihi-
la¢nich operétort ve tvaru

POk Bl By)- (15.14)

TO = (T pw)féns. (15.15)

ke k!
Prepiseme nejprve stav identickych ¢éstic pomoci krea¢nich operatort
1

mckl ALN|0>,

dosadime ho spolu s (15.15) do (15.14]). Operéator T budeme postupné komutovat skrz
krea¢ni operatory

P|¢k17"'7¢k1\7> -

T(l)é;[ﬂ CkN|O> - [T(l) Ckl] Cy - Ck |O> + 011;: T(l) T e é; |0> =
[T(l), cLl] 022 . ckN|O) + ck [T(l) ckz} Chy - ckN|O) -+
o, [T, 10y 4+ ¢, e TOl0), (15.16)

Posledni ¢len, kde je T taplné vpravo, dé na vakuovy stav nulu (v T® je vpravo anihi-
la¢ni operator). U predchozich ¢lenti uréime z tvaru ([15.15)) komutétor (plati pro bosony i
fermiony)

[70,4f] = Z<¢k|T|¢k/> el el] =Z<¢k!Tr¢z>
()

ck6k/l

227



Dosazenim do ((15.16|) dostaneme

Tt )621 CkN‘O> = Z<¢z1|T|¢k1>éleéZQ- 'Ck:N|0 + Z ¢12|T’¢k‘2 ékl%ck3 : --éLN|0> +
11

= Zzi@

takze operator (15.15]) skutecné splhuje rovnici (15.14). Ve Fockové prostoru maji tedy
jednocasticové operatory tvar (15.15). Porovnanim ((15.15) a ((15.13)) vidime, Zze operétor
ve Fockové prostoru dostaneme formélné zaménou

o),

|¢k> — éL, <¢k’| — ék’-

Operator poctu ¢astic v modu |¢oy) N, = ckc;g lze chéapat jako Jednocastlcovy operator kde

T je projektor na stav |¢y). Pro operator celkového poc¢tu ¢astic N = Dok N, je T=1.
Obdobnym zpusobem lze prevést do Fockova prostoru i vicec¢asticové operatory, které

zachovévaji pocet ¢astic. Uvazujme napt. operator V' definovany v dvoucasticovém prostoru
2)
HS/A

V= 5 30 S (66, iV I, 0o, D) 0wl

kKLU
Symetrie vi¢i zaméné ¢astic pro maticové elementy implikuje
(Or, 1|V | @wr, D) = {1, Gr|V | brr, bir).-
Ve Fockové prostoru pak dvouéésticovy operator bude mit tvar
Ve = (61, 01|V | b1, b )eteleven. (15.17)
l
T kKLY

V dalsim povazujeme mody |¢y) za vlastni stavy jednoééasticového volného hamiltonianu
(bez vnégjsiho pole)

Ho|éw) = Ex| o). ZEkm (0n-

Pokud ¢astice mezi sebou neinteraguji, pak méa hamﬂtoman ve Fockové prostoru tvar
H=> Edlér =Y EpNg
k k

ol e posunovaci operatory k hamiltonianu H

Pro bosony i fermiony jsou ¢;,

[HCT] - ZEk [ckck, ] Eél,
H_/
ck(Sk,

[Hc] - Y E [c;ckc} — _E,.
k ———

—CrOki
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Vliv néjakého vnéjsiho pole U je popsany jednocasticovym operatorem

N = (|0 bw)cker,

k&

kde U ma typicky nenulové nediagonélni maticové elementy. V casovém vyvoji takovy
operator zptisobuje prechod c¢astice mezi hladinami volného hamiltonidnu. Interakce dvou
¢astic je popsané néjakym dvoucasticovym operatorem tvaru . Obecné lze hamilto-
nian nerozlisitelnych ¢éastic ve vnéjsim poli, zahrnujici dvoucésticové interakce, zapsat ve
Fockové prostoru nasledovné

1= il 1 A ata
H= Ekk CChr + 5 Vgt k1 Ci,Cp Cp Ciet
o k! kK LY

Analogicky lze zahrnout i vice¢asticové interakce.

15.6 Spojité stupné volnosti

Misto spocetné baze {|¢x)} v jednocasticovém prostoru H lze uvazovat spojitou bazi. Ty-
picky se voli zobecnéné vlastni vektory hybnosti a projekce spinu {|p, &)} normalizované k
delta funkci

<ﬁ7€|ﬁa€/> = 5&,5’6(ﬁ_ﬁ)'
Prislusné krea¢ni a anihilac¢ni operatory oznacime jako d;ﬁ, ag¢ pro bosony a 13;6, 131;75 pro
fermiony, napt. operator d; ¢ vytvori z vakua boson s hybnosti p a projeket spinu § (Xe
popisuje spinovy stav)

1
(27h?)
V komutacnich relacich pro bosony ((15.9), (15.10)), resp. antikomutac¢nich relacich pro
fermiony (15.11)), (15.12)), se Kroneckerovo § nahradi Diracovou J-funkei

[d;ed%,e] = [&ﬁ,sadﬁ,a] =0, [&ﬁ,g,d;,g] = 00 (P — ), (15.18)
{b;@b;,s’} B {bﬁf’ f’”’f’} =0, {bﬁaﬁ’bjaw} = 0¢er6(p— 1)

Operator poctu ¢astic s hybnosti p’ a projekei spinu € je (pro bosony i fermiony, éz¢ =

g, bpe)

0) = ¥pe(T) =

Xe-

©
Npe = CgeCpe
Operator celkového poctu Céastic dostaneme integraci pres hybnosti a sumaci pres spinové
stavy
V — At oAl g3
N = Z/Cﬁ,gcﬁ,sd .
5 R3
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Pro volné ¢astice je jednocasticovy hamiltonian

P
Hy= —.
07 oM

Pokud ¢éstice navic neinteraguji, pak celkovy hamiltonian na Fockové prostoru je

15.7 Fockuv prostor pro rizné castice

Focktv prostor pro rizné druhy ¢astic sestrojime tenzorovym soucinem jednotlivych Focko-
vych prostori

F=FsH)®...0 Fs(Hn,) @ Fr(H1) @ ... ® Fr(Hn,),

kde Np je pocet druhii bosoni a N je pocet druht fermionu, H; a H; jsou prislusné
jednocasticové prostory. Oznacime krea¢ni a anihilaéni operatory bosonu A jako d; ks Ok

pro fermion o analogicky b; s o k- Komutacni a antikomutacni relace pak maji tvar

At At N P - _ A At _
[@,\,ma,\gk/ = |axg, axw | =0, Ay Ay g = OOk s

~

{I;Z',k" ISZ_/,k/} = {bd,k7 Z;O'/,k’ } = O, {I;O',’W 62,7]{:,} = 50'0'/5k‘k/7

pri¢emz vSechny bosonové a fermionové operatory navzajem komutuji

|:d1\,k’7bj;'/,k/i| — [&A,k’bl-'/,k/} — |:d§7k7ba—/’]€/:| — |:d)\7k,bo—/7k/i| — O

Hamiltonian takového systému miize obsahovat, kromé ¢lenti popisujici jednotlivé druhy
¢astic samostatné, i ¢leny popisujici interakci riznych druht ¢éstic, napf.

asby, + aydf
popisuje anihilaci fermionu za kreace bosonu a opac¢ny proces; ¢len
al | ag s + agpad al
1,kA2,£A3,k T A1kAg A3 1

popisuje anihilaci bosont 2 a 3 a kreaci bosonu 1 + opac¢ny proces, atd.
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15.8 Priklady

Cviceni 52. Fermionovy systém o dvou jednocdsticovijch stavech |¢1), |¢p2) lze popsat ha-

miltonidanem ) . . . .
H = Eblby + Eyblby + J(blby + blby ). (15.19)

Mizeme na néj téZ pohlizet jako na systém sloZeny ze dvou interagujicich podsystémai,
spojengch s hladinami 1 a 2, z nichZ kaZdy miZe byt ve stavu ,obsazeno nebo ,neobsazeno®.
Uvazugte By = 0, By = %J. Naleznéte energie systému. Urcete casovy vyvoj pocdtecniho
stavuy

[4(0)) = b}|0) = [1,0). (15.20)

Navod: V tomto pripadé ma Fockuv prostor dimenzi 4, jeho bazi tvori stavy
{]0,0),10,1),]1,0),|1,1)}. V této bazi je hamiltonian H popsan matici

00 0 0 00 0 0
g |0 BT 0 (o0 J o
(o J E 0 o g 25 0

0 0 0 E+E 00 0 32J

Energie systému fermionu jsou vlastni ¢isla této matice

1.3
= —=J.0,2J,2.
€=—57,0,5J,2]

Jednocasticovy podprostor [|0,1),]1,0)], je zfejmé invariantni, zGZeni hamiltonidnu na
tento podprostor je ddno matici
0 J
H = :
(J %J)

éasov;’/m vyvojem se pocatecni stav (15.20) z invariantniho podprostoru nedostane. V
kazdém case t > 0 tak bude ve stavu superpozice

[¥(t)) = a(t)[1,0) + B(1)[0, 1),

kde koeficienty se 1idi Schrodingerovou rovnici s hamiltonianem H’
L d a(t)
h—p(t) = H'Y(t t) = 15.21
oo =1, w0 = (50). (15.21)

s poc¢atecni podminkou «(0) = 1, 5(0) = 0. Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice H' jsou

1 /1
¢1 = ﬁ (2> s 51 = QJ,
QZ}Q = (_21) ) 82 = _%J
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Regenim (15.21)) je

2i i _%Jt 2%‘”
() = (1, 0(0)) hre” m 7 4 (Y2, ¥(0)) et = % (2662;‘];:42662%‘”)

coz muzeme piepsat jako
) = £ (e H +4ed ) [1,0) 4 = (e7H = e o, 1).

Cvic€eni 53. UvaZujte bosonovy systém se tiemi typy cdstic (a,b, c), kaZdd md pouze jeden
mod. Hamiltonidn systému je

H = hw(afbe + abfel), (15.22)
Nastdva tedy rozpad cdstice a na cdstice b a ¢ a jejich rekombinace. UvaZugte casovy vyvog
systému z pocdtecniho stavu

1
0)) = —=a'[0) = |2,0,0).
[(0)) = ™) = [2.0.0)

Ukazte, Ze stav zustdvd v néjakém konecnérozmérném podprostoru Fockova prostoru, urcete
matici hamiltonidnu v tomto invariantnim podprostoru a naleznéte |1(t)).

Navod: Invariantni prostor nalezneme opakovanou aplikaci H na pocatecni stav
H|2,0,0) = V2[1,1,1),
H1,1,1) = v/2|2,0,0) + 2(0,2,2), (15.23)
H)0,2,2) =2|1,1,1).

Odsud je zfejmé, Ze linearni obal S = [|2,0,0),|1,1,1),]0,2,2)]\ je invariantni vici H.

Ozna¢ime H’ matici zazeni hamiltonidnu na invariantni podprostor, jeji tvar odvodime z
rovnic (|15.23))
V2

0
H=m|Vv2 0
0 2

(15.24)

S NN O

Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice jsou

Y =

|
N Fagie

Yy =

%/
IS
Il
=
g

Sshsk

Sl-

Y3 =

§|~§L
=
I
|
S
&
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Casovy vyvoj pocateéniho stavu je pak (1(0) = (1,0,0)7)

D(t) = (P1,9(0)) 1+ (P2, 9(0)) hae™ VO 4 (3h3,2(0)) hyetVo

% (e—i\/ém 4 ei\/éwt)

_ ( fszt i\/é&)t)

2
3

2\/5
V2 —1v 6w v 6w
_?+3f( \[t—i_eft)

coz lze po tpravach prepsat do tvaru

! v
Z (2+cos(\/6wt)) 2,0 0)—%51n(\/_wt)|1,1,1>+? <cos(\/_wt) - 1) 0,2,2).

Cvic€eni 54. UvazZujte systém bosoni (a) a fermioni (b), kaZdy s jednim mddem. Najdéte
spektrum hamiltonidnu

(1)) =

H = hw (a*i) + aiﬁ) . (15.25)

Navod: Nejprve ukdzeme, ze H rozdéluje Fockuv prostor na dvourozmérné invariantni
podprostory (a jeden jednorozmérny), a lze ho tedy reprezentovat blokové diagonalni ne-
kone¢nérozmérnou matici. Vyjdeme z akce H na stav s obsazovacimi ¢isly n, = n € Ny, ny €

{0, 1}: )
H’n70> = hW\/E’Tl - 17 1>7

Hln,1) = hwvn + 1|n + 1,0).

Vidime, ze stavy [n,0) a |n — 1,1) se zobrazuji na sebe navzdjem a na jejich linedrnim
obalu tak H ptsobi jako matice 2 x 2

oo f)

Spektrum této matice je o(H,) = {£hw+/n}. Dvojicemi |n,0) a |n — 1, 1) pokryjeme celou
bazi Fockova prostoru az na zvlastni pripad |0,0). Ten je vlastnim vektorem s vlastnim
¢islem 0 a sam tak tvofi jeden dalsi jednorozmérny invariantni prostor. Celé spektrum

Hamiltonianu (15.25)) je tedy
o(H) = {0} U {£tv/nhwln € N}.
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Kapitola 16

Kanonické kvantovani poli

16.1 Prehled klasické teorie pole

Zactneme struénym zopakovanim zakladu klasické teorie pole v Lagrangeové formalismu.
Prostorocasové souradnice ozna¢ime jako x*,p = 0,1,2,3. Uvazujme s poli (funkei z#)

0 i=1,...,s symbolem @fu budeme znacit derivace pole ¢ podle z*
i d¢’
P = P

Hustota Lagrangianu £ (¢, @fﬂ, x#) je néjaka funkce poli, jejich prvnich derivaci a sourad-
nic. Langrangian se z hustoty urci integraci pres prostorové souradnice

L= /Z(soi,tpfwx“)d?’r,
RS

akce je dané integralem pies vSechny prostorocasové souradnice

ty
S://Z(goi,gpfu,x“)d4x.

to R3

Pohybové rovnice pro pole se uréi z varia¢niho principu 65 = 0, ktery vede na soustavu
Euler-Lagrangeovych rovnic

0L 0%

Ha i i

dp',  Op

=0, 2=1,...,s.

K prechodu ke kvantové teorii budeme potfebovat hustotu hamiltonianu 77, kterou zave-
deme jako slozku 00 kanonického tenzoru energie a hybnosti
0L

TH = 9 gpfl, — g™, ¢ =diag(l,—-1,-1,-1).
M
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Hustota hamiltonianu je tedy

%:

0L . ,
- ! —gzﬂi.z—c%,
8@?080’(] 4

kde jsme oznadili obecnou hybnost pifslusnou k poli ¢

020X
a%"fo opt

(16.1)

T

Z hamiltonovské hustoty dostaneme hamiltonian integraci ptfes prostorové souradnice
H = / Hdx.
R3

16.2 Kvantovani Klein-Gordonova pole

Postup kanonického kvantovani nejprve ukédZzeme na realném skalarnim Klein-Gordonové
poli ¢. Budeme pracovat v jednotkach ¢ = A = 1. Hustota lagrangianu je v tomto pfipadé
1 1 1

1 v
L = 50,p0"p — §m2<p2 = 59" = §m2902,

Euler-Lagrangeova rovnice pro pole ¢ je Klein-Gordonova rovnice

0 0%
= = 0,(g" ) +mio=0p+mp =0 16.2
Hagoﬂu 8g0 ,u(g 90, ) (P 90 (10 ) ( )

2 . o . . . % R .
kde [0 = % — A je d’Alembertiv operéator. Rovnice (16.2)) ma nekone¢né mnoho feseni

tvaru rovinné viny . )
@E(f’ t) = ei(k-a?—w(k:)t)’
kde w(k) spliiuje podminku
w(k)? = k* +m?.

Obecné realné reseni Klein-Gordonovy rovnice je tedy

o(@t) = | &k NF) (ape'FFw®D 4 g e—iEE—w®n) (16.3)
k k
R3

-,

kde N(k) je néjaky normalizacni faktor, ktery pozdéji vhodné zvolime. Obecna hybnost
pro Klein-Gordonovo pole je

0.7 R o
7_(_(1—:»7 t) — % — gOVQO,y — QO — —Z/dgl{i w(k:)N(k) <a];6z(k'z_w(k)t) . aEe—z(k.m—w(k)t)> ]
) Ra
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Hustotu hamiltonidnu pro Klein-Gordonovo pole muzeme vyjadrit ve tvaru

0L 1 - -
H=o— L= (7# (V) - (Vi) + m2g02> . (16.4)
¥
Kanonické kvantovani Klein-Gordonova pole spociva v tom, Ze z ¢(Z,t), n(Z,t), a; a
a;; udélame operatory

- s (= _ L S ot
o(Z,t) = ¢(7,t), w(T,t) = 7(L1), ap—ag a;p—ag,

postulujeme existenci a jednoznaénost vakuového stavu |0) a kanonické komutaéni relace
ve stejném Case

(B(2,1), #(@, 1) = i6(7 — &), [p(@ 1), (@ 1) =0, [#(Z,1), 7@, )] =0. (16.5)

Dale vyjadifme operatory ag, d}% pomoci @(Z,t), 7(Z,t), a ukdzeme, Ze pro vhodnou volbu

normalizace N (k) budou spliiovat komutac¢ni relace pro bosonové anihila¢ni a krea¢ni ope-
ratory se spojitymi stupni volnosti . Fockiiv prostor pro Klein-Gordonovo pole pak
zkonstruujeme podle postupu z kapitoly [I5] Excitace Klein-Gordonova pole, tj. ¢astice,
které vytvorime krea¢nimi operatory z vakua, jsou bosony s nulovym spinem a bez naboje
(pro komplexni Klein-Gordonovo pole bychom dostali nabité bosony se spinem nula a jejich
anti¢astice s opa¢nym nabojem).

Spocitéme nejprve nasledujici integral (oznacime ve zkratce w = w(k), w' = w(k):;
vyuzijeme toho, Ze w je suda funkce)

1 —i(k-T—wt) (=
R3
_ (21)3 d3$ 671(1_4‘ T—wt) /d?)k/ N(E/) (dklez(E/ T—w't) + &J]fgle*Z(E’ ffw/t)>
™
R3 R3

= N(R)ag+ N(=kal . e,
a analogickym postupem
1
(2m)?




Odsud dostaneme
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£ iy
Y
=
—_
N
>
—~
s
SN—
|
-~
>
—~~
q&l
~
SN—
~__

1 S Sl 2] 1
T ] — /dS /d?) —i(k-ZT—wt) Ji(k"-g—w't)
ap, Q. x ye e —_— X
[ oow 4(2m)® N(K)N (i)

— —0
2(2m)3 w(k) N (k)2
Bosonové komutacni relace tedy dostaneme pro volbu normalizace

1

N(k) = ———. (16.6)
2(2m)3w(k)
Celkem tedy pro operatory plati
1 L .
G = i / P e E) (R, 1) + i (3,1 )
2(27r)3w(k:)
dTE = /dgx elk-Z-w(B)) (w(lg)c,b(x,t) - m(m,t)) ,
\/2 3w
@(f, t) _ / ) &Eei(k-ffw(k)t) + dl]%efi(k-g‘c’fw(k)t)> : (167)
Ny i 7 A i(k-d—w(k At —i(kT—w(k
T(Z,t) = _W d*k \/w(k) (a,—ﬁ»e (k-Z-w(®)) _ aTEe (k Wt)) . (16.8)
R3
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Hamiltonian vyjadiime z hustoty ((16.4)), kam misto ¢ a m dosadime operatory

~ 1 1 = = 1
H = /d3:): H = §/ﬁ2d3x+§/(v¢) : (V@)d3x+§/m2¢72d3x.
R? R3 R3

R3
I }; }g
Za operatory ngS a 7 dosadime z 1) a 1' a postupné vyjadiime jednotlivé ¢leny

1 / A (k- E—w At —i(k-d—w
R3 R3 R3

—w't) At _z'(z?-:z_w’t))

8|

- 1(]}'/
X (ak,e —age

1 N R (R —it(wtw
= _4(27r)3/d3k /dgk' \/ww’/dgx (aga,;,e (kt k) ot (whe) _
R R3 R3

3

oAt id (k=R it —w) At s i@ (K —F) jit(w—w') | AT AT —id (k4R it (wtw!)
apag,e e apape e + apare e

1 .
— ~1 /d3k; w (CALECAL_E@_Q’Lwt _ @E&;% — &J,%d;; + d;%djf_];e%wt) ’
R3
I, — 1 Pr | #r | Pr kR (o i) i i
2 = _4(27T)3 x — (a];e —dle > o

w _
R3

I. = m’ /de /dgk d3k,/ 1 <dﬂ€z(l‘c‘5c'7wt) _i_dief (Ej’fwt)) %

’ A4(2m)3 o \F P

V souctu bude u ¢lent, kde jsou dva anihila¢ni nebo dva kreaéni operatory vyraz %(—w2 +
k?* + m?) = 0, naopak u smiSenych ¢lent bude 1 (w? + k? + m?) = 2w. Hamiltonién Klein-
Gordonova pole tedy dostaneme ve tvaru
] 1 3 N (a.atT AT a
H = 5 /d k w(k) (a,;aE+ a;g%) :
R3
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Pro dalsi upravy nejprve uvazujme Klein-Gordonovo pole v krychli o délce hrany L, tj.
koneéném objemu V = L3. V takovém pFipadé musime pro Klein-Gordonovu rovnici (16.2))
vzit v avahu periodické okrajové podminky na sténach krychle. Disledkem je diskretizace
modi, resp. vlnovych vektort k, jejichz slozky musi spliovat
27
k‘j = fnj, n; c 7.

Veskera odvozeni jsou stejné jako v piipadé pole v IR?, jen je potieba nahradit integral
sumou a v normaliza¢nim faktoru (16.6) bude misto (27)% objem krychle V', tj.

[en—wE

Z kanonickych komutac¢nich relaci ve stejném ¢ase ((16.5) dostaneme bosonové komutacéni
relace pro diskrétni mody

Hamiltonidn Klein-Gordonova pole pak s pouzitim komutac¢nich relaci upravime do tvaru

A 1 g =, 1
. st At ) a1
H= 3 Eﬁ w(k) (%%"’%%) = g w(k) (agak + 2) : (16.9)
i

k

Pro takovyto hamiltonian by i vakuovy stav meél nekone¢nou energii, protoze

A10) = 53w | o),

k

a Tada je divergentni. Tento problém se vytesi procedurou zvanou renormalizace - v nasem
pripadé v sumé (|16.9)) zahodime ¢len % Intuitivné lze argumentovat tak, ze energie ¢éstic,
které namérime, jsou rozdil energii néjakého Fockovského stavu a vakuového stavu, a tento
rozdil je konecny. Hamiltonidn Klein-Gordonova pole pak dostaneme v tzv. normalnim
usporadani (anihila¢ni operatory jsou vpravo, znad¢i se dvojteckami okolo operatoru)
H—:H:=" " w(k)ala.
K

V nekonecném objemu pak hamiltonidn prejde v

= /d3kw il
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16.3 Kvantovani elektromagnetického pole

Podobnym postupem provedeme kvantovani volného elektromagnetického pole, které je
popsané ¢tyipotencidlem A, = (%, —ff) (pracujeme v SI jednotkich) a Lagrangeovskou
hustotou ]
L =——F,F",
4po

kde £, je tenzor elektromagnetického pole
F,=0,A,-0,A,.

Komplikaci ptredstavuje kalibra¢ni invariance, ze které plyne, Zze ne vSechny slozky ¢tyipo-
tencialu jsou nezavislé. My zvolime fixni Coulombovu kalibraci, ve které je postup nejjed-
nodussi. Tato volba neni vhodné pro relativistickou kvantovou elektrodynamiku, protoze
Coulombova kalibrace neni Lorentzovsky invariatni. Pro nés cil, kterym je kvantovy popis
interakce atomii s elektromagnetickym zarenim, je ale dostacujici.

Euler-Lagrangeovy rovnice pro pole A, jsou

0,0"A, — 0, (0" A,) =

Pro Coulombovu kalibraci L
sp = O7 V . A — O,

se zjednodusi na

0A, =0, resp. OA=0. (16.10)
Rovnice méa nekone¢né mnoho feSeni tvaru polarizovanych rovinnych vin

—

A A1) = B Fe®n,

kde frekvence je rovna . .
w(k) = ke, k=lk|

Z kalibra¢ni podminky pro vektor polarizace & plyne
V- A=0=k -£=0.

Vektor polarizace tedy musi byt kolmy na smér sifeni viny, tj. pro kazdy vlnovy vektor
miizeme zvolit dvé ortogonélni polarizace (k, ), A = 1,2 spliwjici

k-gk,\) =0, &k N -k N) =0y

Obecné (realné) feseni v podobé kombinace rovinnych vin se dvéma moznymi polarizacemi,
véetné spravného normaliza¢niho faktoru, ma tvar

&> 1 . o
Z / ,/ e £k, \) (aEAeZ(k'Z_w(k)t)+%e_z(k"”_”(k)t)>. (16.11)
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Obecné hybnosti jsou az na konstantni faktor slozky elektrické intenzity (vyuzili jsme

vztahu —— = ¢?)
Logo
0 10% 1 1 0A .
i 8143',,5 C 8Aj,0 Clbg ( 30 \O,-/’] ) [LOC2 ot 0
0

Po dosazeni z (16.11]) nalezneme

Hustota hamiltonianu elektromagnetického pole je (B = eyi;4i ;)

07 1
= —A —_ = A R A J— A AVW _ AMJ/
T aAiO 7,0 g CTjAj0 4[“0( I NvV)( )
L L oA+ (A — A (A — Ay
= - = 3,041 i, — A5i)\ A — Ay
80 QMO 70 70 4/110 a,] ]7 1.7 Jv
1 o 1
250” +5— 20 ( i45.) 9 + 210

Spocitejme nejprve hamiltonian klasického pole, ten dostaneme integraci hustoty pres pro-
storové souradnice

1 1
H= / Pt = 20 / Prrt 2410 Px (AijAij — AijAz) .
R3 R3

I Iz

Dosadime za A a 7 ze vztahi (116.11)), (16.12)) a postupné upravime jednotlivé ¢leny (pro

—

zkréceni zapisu oznadime w = w(k), ' = w(k'), &= &(k,\), & = &k, X))

L= —; Z d*x d3k d3k Vww'e - & Feii(g'ff‘”t)—aﬂ ei(E'ff‘”t)
L= g g kX kX

)\’1

(% )\le—z(k Wty i(E’-f—w’t))

2
h d3k 3K T ,
= _Z E /d3 / / . WW'E - g/ (m a, Xefzx-(kJrk )ezt(w+w )
5 b b
R3

—zx-(k—k )ezt(w—w )

—a- .a=- — a- a= i (K—k ! - - Z
gD N € AEADRr N € € T ag \ap €

_ " 3 2iwt _ ——— —2iwt
= E :/dkw(ak/\a EAE Af \Uj \ = A\ T+ A G \€ >=
,\ 1y
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_ d?’k@ ap a_p e @4 an s v ariar, +azy a7 et
= 1 " FAQ_F ) FAQ A T ag\ag \ +agy a_gy

V souctu bude u ¢lenti s aj , a_j , neboa;, a_;, vyraz i(uﬂ —k*c*) = 0, u smiSenych ¢lent

pak %(w2 + k*c?) = 2w. Hamiltonién klasického elektromagnetického pole tak vyjadiime
ve tvaru
12
3 7 ST —
= 5 Z/d k hw(k‘) (CLE)\CLE)\ + aE’ACL];)\) .
A=15s

Jak uvidime, komutaéni relace pro. operétory pole ff(f t) a hybnosti 7%(:? t) ve stejném

vvvvvv

magnetického pole tak provedeme piimo prechodem ke kreacmm a amhllacm operatorum

. ~ - ~F
apy = Qg Apy — alg/\,

a postulujeme pro né bosonové komutacni relace

[ak/\, af, X} Sad(E — i), [am,am,] _ [al)\al}\} _o. (16.13)

Déle postulujeme existenci a jednoznac¢nost vakuového stavu |0). Krea¢nim operatorem
d%A z vakuového stavu vytvorime foton s vinovym vektorem k a polarizaci . Hamiltonian

kvantovaného elektromagnetického pole v dutiné zavedeme v normalnim uspofadani

H:= Z/d% hw(k j; ar . (16.14)

Spocitejme nyni komutator poli a hybnosti ve stejném ¢ase. Ve vztazich (16.11)) a (16.12))
nahradime a;, a @z, operatory a s pouzitim komutacnich relaci ((16.13)) dostaneme

[121( t), (@, t)} = —ig 22; /(derl; R[(;l:jg \/gsisgx

N S N T -2 N = ~ -
> [GEAez(km wt)_'_at e i(k-Z Wt)aa]}'/ )\/ez(k Wt)—l—ai e —i(k" & —w't)

h d3k 2 5 R oy T2
= iy [ s LN EN) (FEF o FED) 161




Vyraz &;(k, Mg (k, \) predstavuje (i, j)-ty prvek matice ortogonalnfho projektoru na vektor
g(k, A). Pokud dva jednotkové vektory urcujici polarizaci doplnime tfetim jednotkovym
vektorem ve sméru k

pak tyto tii vektory tvori ON bazi R? a plati
3
Z Ei(k, A)gj(k, )\) = (5”
A=1

Pro Pij(lg) pak dostaneme

kik,
K2

Je to suda funkce, takze integral v ({16.15)) muzeme piepsat do tvaru

P(K) = 6;; — ei(k,3)e;(K, 3) = 6;; —

A&, 1), 7,( t)] :m/ﬁp (B)e™ @) — inst(# — &)
1 9 ] Y (27T)
R3

kde 07;(Z — 1) znadi transverzalni J-funkci

1 1
0T — ) =668 — ) + —0;0;=——.
1,]( ) J ( ) 47 J |:Z3 o a:—,’/l
Na zavér jesté uvedeme vysledky pro kvantovani elektromagnetického pole v konecné
krychli o hrané délky L. Pro vlnovou rovnici (16.10) musime uvazovat periodické okrajové
podminky, jejich dusledkem je diskretizace modu, tj.
2m
k’j = fnj, n; € 7.

Ve vztazich (16.11)) a (16.14)) musime nahradit integral pfes vlnovy vektor sumou pfes
diskrétni mody a v normaliza¢nim faktoru bude misto (27)% objem krychle V. Operator
vektorového potencialu kvantovaného elektromagnetického pole v krychli je tedy

A& ZZ Ak A)( pac oy g sl W“)t)). (16.16)

Hamiltonian pole je roven

Hi=> > hw(k)al ag,, (16.17)

=1 | 7

a pro krea¢ni a anihila¢ni operatory plati komutac¢ni relace

~, oAt _ L. Ao At AT _
|:ak,)\7 a]z/)\/ - 5>‘/\/5k,‘,k’7 ak,)\’ ak/,)\’ - G’E,/\7 a]g/’)\/ =0.
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Kapitola 17

Kvantova teorie interakce hmoty a
zareni

V této kapitole si probereme interakci kvantovaného elektromagnetického pole s elektronem
v atomu. Budou nés zajimat pravdépodobnosti preskoku mezi vazanymi stavy elektronu
v atomu. V 1. fadu nestacionérni poruchové teorie odvodime vztahy pro rychlosti emise a
absorpce. V dalsim se omezime na dipélovou aproximaci, a odvodime, k jakym prechodim
miize v tomto priblizeni dochéazet. Na zavér se zaméfime na spontanni emisi a ukazeme si
explicitni vypocet pro prechod 2p — 1s pro elektron v atomu vodiku.

17.1 Hamiltonian pole a cCastice

Uvazujme elektron v atomu s hamiltonianem

~

2
H, = P
2me

+Vo(@),
ktery ma vazané stavy |i¢;) s energii E;

He|;) = Ejlu;). (17.1)

Atom bude v krychli o objemu V' a v ni uvazujme kvantované elektromagnetické pole s
hamiltonianem tvaru (16.17)) (pracujeme v Coulombové kalibraci)

Vlastni stavy hamiltonianu volného pole jsou Fockovské stavy

N B
i,
|nEl7A17nE2,A2’ e > = H #’0% (172)

S
l \/ A
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pro které plati
Hp|n]217)\17 nEQ,)\Q’ t > - Z M(kl)ngl’)\l
l

Zapocitanim interakce pole a atomu dostaneme celkovy hamiltonian

1 2, 2 2 . N N N e > 2,
(P + eA(t)) +Vo(¥)+ H,=H.+ H, + EA(t) - P+ 5.

~ €2A

A%(t),

H=
2me,

kde A je operator vektorového potencidlu kvantovaného pole (16.16) (vyuzili jsme Cou-

lombovy kalibrace, kde VA= 0, takze operatory PaA komutuji). Clen amérny A2
zanedbame a celkovy hamiltonian zapiSeme ve tvaru

H=Hy+V(t),
kde Hy je soucet hamiltonianii elektronu v atomu a volného pole

o — i1, + 1,

a V (t) predstavuje interakéni clen

~
—

A)- P (17.3)

V@:%
17.2 Rychlosti emise a absorpce v 1. fadu poruchové
teorie

Zamérme se nyni na pravdépodobnosti prechodu za ¢as T mezi vlastnimi stavy hamiltoni-
anu I:IO

(Vi) = [Wa)ldi),  [¥r) = [v5)log),
kde [¢); f) jsou pocateéni a finalni stav elektronu v atomu s energiemi E; a Ey
a |¢;f) jsou pocatecni a finalni Fockovské stavy pole tvaru (17.2)). Budeme pracovat v
1. fadu nestacionarni poruchové teorie, kde poruchu predstavuje interakéni clen (17.3]).

Po dosazeni za A(t) z (16.16)) vidime, ze V(¢) mé tvar linedrni kombinace harmonickych
poruch

2
A e h - 2 Lo N
V(D) = 30N [t A) - P (g F T gl iR
Q me S T\ 2Vw(k)eo .2) A B,

2
= > (ﬁz,xe_w(k)t + ol Aei“’(’“”) , (17.4)
A=l f ’

kde jsme oznacili



Z kapitoly [12] vime, Ze vlivem harmonické poruchy dochazi dominantné ke dvéma procesum
- ¢len 9y, zpisobuje absorpci fotonu z médu (k; A) a preskok elektronu z hladiny E; na

hladinu Fy = Ez—i—hw(k), naopak ¢len v UE \ zpusobuje emisi fotonu do tohoto modu a preskok
elektronu z hladiny E; na hladinu £y = E; — hw(%) Pro dostate¢né dlouhé interakéni casy

jsou pravdépodobnosti emise a absorpce za jednotku ¢asu konstantni a pro rychlosti (12.28])
plati

emit

PE,A -

7w glot, 5<Ef B+ ho(R)),

|=l:"|>1

ras ‘ (Wl 10| (B — B — huo(R). (17.5)

h

Spocitame maticové elementy ﬁ]{. \ 2 0 5 Pbro pocatecni stav pole, kde v modu (k, A) méame

ng fotonu

(6) = | M),

Pocty fotont v ostatnich modech nejsou dilezité. V pripadé absorpce musi byt ve findlnim
stavu v tomto moédu o jeden foton méné (samoziejmé musi byt ny, > 1, jinak neni co
absorbovat)

(6) = |- ymgy — 1.0,

jinak je maticovy element nulovy. Pro tuto volbu finalniho stavu pole dostaneme

n

kA
Wil |0 = | oo (wsle ™ 2T, ) - Pl
’ me \| 2Vw(k)eg ’
S - S el TR ) - P (17.6)
me \| 2Vw(k)

V pripadé emise musi byt ve findlnim stavu pole o jeden foton vic

o) =1 impy+1,..0).
a pro maticovy element plati
3!
.t e h ”_/ﬁ B o ~
(Wylog W) = me\ 2Valie (¢f|a i) (sle® ek, A) - Plyy)

e h L, I~
= — | ——=—/ng, + 1Wp|le TSk, N) - Play). 17.7
o 2m(k;)50’/ ia T 1yl (k,A) - Ply) (17.7)
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Rychlosti emise a absorpce jsou tedy (porovnejte s vysledkem pro interakci atomu s kla-
sickou elektromagnetickou vlnou odvozenym v kapitole , vztah ((12.32)))

2 2

A e PR T = A
= — (g, + 1) |Gl R, ) - Pln)| 8(Ey — By + ho(R)),
o mng(k:)eo( it 1) [y (K, A) - Plyg)| 0(Ey (k))
P [(sle (R, A) - Pl 5By - B — hw(B)) (17.8)
FA mng(/g)éfo 25 f ) i f i . .

Vidime, Ze rychlost absorpce je tmérné poctu fotont nj , v daném moédu, v rychlosti emise
je ale faktor nz , +1 - k emisi tedy miiZe dojit i pokud v médu nejsou Zadné fotony. Tento
ryze kvantovy jev se nazyva spontanni emise.

17.3 Elektrickd dipélova aproximace

Pro dalsi postup se omezime na aproximaci elektrického dipélu (tzv. E1 aproximace).
Elektromagnetické zareni, které je absorbovano nebo emitovano pti preskocich elektronu
mezi hladinami, je typicky v rozsahu infracerveného az UV zafeni. Jeho vinova délka (~
107% — 107®m) je tedy mnohem vétsi, néz jsou rozméry atomu ~ 107°m. Na rozmérech
atomu se vektorovy potenciél v podstaté nezméni a miizeme jeho zévislost na ' zanedbat.
Ve vztazich pro rychlosti emise a absorpce pak nahradime e**% ~ 1 a nalezneme

2

. e - 2 2 -
reni = "¢ +1’5k,/\-¢P¢i 5(E; — E; + hw(R)),
B e DR Pl | oy (®)

b 7T€2 - ol 2 -
Doy = g [ ) - (0l Plun)| o(Ey — B: — hw(R)).

’ m2Vw(k)ey ™

Maticové elementy operatoru hybnosti lze upravit pomoci rovnosti
Me [~
= X A

do tvaru
A Me DN A A Me I
(V| i) = %<¢f|XJ’He — H X)) = E(Ei — By ) (| Xji).

Oznacime si operator dipélového momentu elektronu jako

D =eX.
2 -
Rychlosti emise a absorpce pak zapiSeme ve tvaru (diky d-funkcim je Ei;LEf ‘ rovno w(k)?)
ema W E g o 2 -
iy = —V(O) (ng,+1) Wf!e(kr, A) - Di)| 8(E; — E; + hw(k)),
abs 7'[‘&)(]2) -7 = 2 -
Fix = g, Wfle(k, \) - Dli)| 0(Ef — Ei — hw(k)). (17.9)
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17.4 Dipélova vybérova pravidla

Uvazujme nyni pripad, kdy potencidl Vy je sféricky symetricky a hamiltonian elektronu
v atomu H, je kompatibilni s orbitalnfm momentem hybnosti elektronu. Vazané stavy
elektronu v atomu jsou pak spolecné vlastni vektory H67 I? a L3, tj. jsou urceny trojici
kvantovych ¢isel N, I, m

;) = [Nj, 1, my).
Urc¢ime, jaké prechody jsou mozné v dipolové aproximaci, tj. pro které maticové elementy
plati

Operator dipélového momentu je nasobek operatoru polohy, a jeho maticové elementy

jsme urcili ve cviceni Ze slozek operatoru polohy jsme sestavili ITO 1. radu XD se
slozkami

X(1,1) = —%(mlﬂ‘@),
X(1,0) = a3,
X(1,-1) = %(wl—ixg). (17.10)

Pro maticové elementy X (1,q) pak plati 1)

N [2l; + 1
<Nf7lf7mf|X(]-7Q)|Nz7l27mz> - m(]wlm07O|lf70)(17l’mq7m2’lf7mf><Nf7lf|r|Nz7lz>7
(17.11)

kde jsme oznacili
oo

(N, || N, ) = / P B, () Rova, () (17.12)
0
Zde Rp;(r) predstavuje radialni ¢ast vinové funkce stavu |N, 1, m), tj.

wN,l,m(r>9>90) = (r,@,cp[N,l,m) = RNZ(T)YETR(QSO)

7 vybérovych pravidel pro CG koeficienty pak vyplynulo, Ze maticovy element ((17.11)) je
nenulovy jen pro

Am = my—m; =1,0,-1,

Vidime tedy, ze v 1. fadu poruchové teorie v dipolové aproximaci jsou mozné jen takové
piechody, kdy se orbitalni kvantové ¢islo zméni o 1, a magnetické kvantové ¢islo se bud
nezméni, nebo se zméni o 1. Pro ostatni pfechody (napf¥. 3p — 2p) plati

(Ny, s, mg|€(k, A) - D|N;, li;m;) = 0,
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a jsou zakazané. K nékterym ale muze dojit, pokud budeme uvazovat vyssi ¢leny rozvoje
eTFT tj. v kvadrupodlové (E2), oktupdlové (E3) nebo vyssi aproximaci. P¥echody, pro které
je presny maticovy element v rychlostech piechodu (17.8) nulovy

(Ny 1y mple= (K, \) - PNy, 1;,mg) = 0,

jsou tzv. silné zakdzané, a mize k nim dojit pouze ve druhém nebo vyssim radu nesta-
cionarni poruchové teorie (tj. musi dojit k emisi nebo absorpci dvou nebo vice fotoni).
Prikladem silné zakazaného ptrechodu je 2s — 1s v atomu vodiku.

17.5 Spontanni emise, prechod 2p — 1s pro vodik

Uvazujme nyni pole ve vakuovém stavu a atom v néjakém excitovaném stavu [);). Uréime
A 7 : emi L \¥i ¥ : s .
celkovou rychlost spontéann{ emise I'{"}; pii prechodu do stavu |9¢). Musime secist rychlosti

-

spontanni emise do vSech modi, pro které je hw(k) = E; — Ef = hwy, tj.
emt __ emsi
i—f Z FIZ,/\ :
EA
V limité velkého objemu miizeme prejit ke spojitym vlnovym vektortim a sumu nahradit

integralem
V 3
E — (277)3 /d k.

- s

Pro celkovou rychlost spontanni emise pak plati

m=> [
A p

25(Ef — E; + hw(k)).

k . ;
20 | (wyletE. 0 - Bl

Frekvence fotonu s vlnovym vektorem k je w(%) = kc. Integréal prevedeme do sférickych
soufadnic k, 0, ¢, a od k jesté piejdeme k w, tj.

2
w
@k = K dkdQ, = 5 dwdQ,.

Integraci pres w s d-funkei
1
§(hfe — wip) = 30w — wiy)

pro celkovou rychlost spontanni emise dostaneme

. w3 2, 2
emi __ if -
5= e | 9 32 |t - Bl (17.13)

Qy
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Bazické vektory polarizace (musi byt ortonormalni a také kolmé na vinovy vektor
k = k(sin 6, cos ¢, sin . sin ¢.,, cos 6.,)) zvolime jako

€(1) = (cosb, cosp,,cosb,sinp,, —sinb.,),

£(2) = (—singp,,cosp,,0).
Ozna¢me ve zkratce maticovy element dipolového momentu
I = (4| D).
Integrand v (|17.13) upravime do tvaru

&) - 5””)2 = [DEPP(e2(1) + €2(2) + DD P (1) +€5(2)) + [DIVP(e2(1) + €2(2))

+(DYD) + D DN 2 (1)e, (1) +24(2)2,(2) +

» Dy )
+(DUD” + D DED) (e (Ven(1) + ex(2e.(2)) +
+(DED £ DIV DEDY (e, (1) (1) + £,(2)2-(2))
= |DYD(cos? b, cos® ¢, + sin? ) + |D’f *(cos® 0, sin® ., + cos® ¢,) +
+| D)2 sin? 6, — (D (’f)D( D + D( )D( Y sin 2., cos p, sin ., —
— (D% )Eiif) + Eiif) DY cos ., sin 6., cos ., +
— (D?(jf D+ El(jf) D) cos ., sin 6., sin ..

z

V integraci pies prostorové thly 6., ¢, daji posledni tfi ¢leny nulu a dostaneme

/

Celkova rychlost spontanni emise je potom rovna

- f)‘2 _ 8?71' (’Dg(c@'f)’2 1 ‘Dz(jf)|2 4 ]Dgif)|2) _

Femz _

et = W (IDSD? + |DSDP? 4+ | DYDY (17.14)

Ukazeme si nyni explicitni vypocet pro prechod 2p — 1s pro elektron v atomu vodiku.
Pocatecni a finalni stavy elektronu jsou tedy

W}Z) - ’2,1,771), |7vbf> = |17070>>

kde m = 1,0, —1 (jak uvidime, na konkrétni hodnoté nebude zéaviset). Musime spocitat
maticové elementy

D = e(1,0,0|X;2,1,m).
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Slozky operatoru polohy prepiSeme pomoci ITO xX® (117.10]

A 1 - N ~ 7 N o N N
K= (R0 - K1), K= ZEL D+ XLD), K= X(L,0),

Dipélové maticové elementy pak s pouzitim ((17.11]) a CG koeficientii z dodatku upravime
do tvaru

1

V3

A — 1
D) = e\/§<1,0|r|2,1)(1,1,0,0|0,0)E (1,1,-1,m[0,0) — (1,1,1,m|0,0)

%Jm,l %67’:’1,71
(&
= %(1’ 0|T|27 1>(5m,—1 - 5m,1)7

DU = ev/3(1,0]r(2,1)(1,1,0,0[0,0)
e
NG
DD = ev/3(1,00r|2,1)(1,1,0,0[0,0) (1, 1,0,m]0,0) =

1
_ﬁém,()

i
V2
(1,0]72, 1) (0p,—1 + 6im.1),

((17 17 _17 m|0a 0) + (17 1a 17 m|0a O))

= —1
e

V3

(1,0]7|2, 1) 0.

Zbyva urc¢it radialni maticovy element (1,0]r|2,1). Radialni ¢asti pfislusnych vinovych

funkei (obecné viz. (4.18))) jsou

1 1 _ - 1 _ -
Ry (r) = 2—\/6—37’6 20, Ry(r) = 2—%(2 ao |
ag Qg

2 . ° - . , ., PR ..
kde ag = % je Bohrtuv polomér. Maticovy element radialni ¢asti je pak roven

11 T _3r 2\ °

(02,1 = o [ ot Fodr = a6 <§>
0

0

Celkem pro kvadrat dipélového maticového elementu dostaneme (nezavisle na m)

. . . 2\ 10
DY+ DU+ | DID)? = 32 <§> 26 (6.1 + Omo + Om1) -

(.

Rychlost spontanni emise (17.14)) pro prechod 2p — 1s je potom

A 16a2e2w?, 2\ M
rgm :M(—) . (17.15)

Zp—ls meohed  \ 3
Frekvence fotonu vyzéafeného pri prechodu 2p — 1s je

E;—E, 3R _ 3

2 2 2 ~ 1 X 1 16
. = gpmec 55 - 10°° rad/s,

wif =
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coz odpovida vinové délce

2
A=~ 1215-107 m.
Wi f

a je konstanta jemné struktury

e? 1
o= ~—,
dmweghe 137

Bohriv polomér lze pomoci a vyjadrit jako

h

mecor

ag =

Po algebraickych tupravach pak miuzeme vztah (17.15]) pfepsat do tvaru

. 2\ ® cat
remi = (-) Y~ 6.27-10° He.

2p—1s 3 ay

Rychlost prechodu lze interpretovat jako rozpadovou konstantu. Pravdépodobnost nalezeni
elektronu na pocatecni hladiné s casem klesa exponencidlné

pi(t) = exp (_ngmiut) .

Stredni doba Zivota hladiny 2p je definované jako ¢as 7, po kterém pravdépodobnost po-
klesne na %, tj.

~1.6-1077 s.

T= Femi
2p—1s
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Priloha A
Tabulky CG koeficienti

CG koeficienty (j1, j2, m1, mso| j, m) jsou rovny nule pokud nejsou splnéna vybérova pravidla
mi+me=m, |j1—jo| <J< g1+ o

V tabulkach jsou uvedené CG koeficienty pro m > 0. Ostatni je snadné dopocitat diky
symetrii vici zaméné j; <> jo, My <> Mo, resp. znamének m; a m

(j17j27 my, mQ‘ju m) = (_1>j1+j27j(j27j17 ma, ml‘jv m)
(=1)F279 (41, jo, —ma, —ma|j, —m)

= (j27j17 —my, _ml‘ja _m>

m = Ji + Ja:
(1. J25 J1s Jol 1 + J2, 51 + J2) = L.
Jo=0
<j1707 mla()’ja m) = 5j,j15m,m1'
7 =0
o (_1)j1+m1
(.]17.]% m17m2| O’ O) = Wéjl,]ééml,—m?
m=20
T11 ] o
mi, Mo
1 1 11 1 1
NnN=1357)2=3 2072 V2| V2
11 0 R
272 V2 | V2




m=1/2
il s | 1
my, Mo 2
. . 1 ) .
=1 =g L—3 e \/g
1 2 1
0,5 5l -5
m=20
J
i, 12 dEl 1,—1 | L
) \/6 \/i \/§
n=1p=L 1,0 J% V%
2 1
%0 Vil o |-
1 1
0.1 |V
1 1 1
-1 G| v | v
jlzlanZ%:
[, = — 1+ = — 2
(7 7m+27 2‘ ,m) 2l+17
1 11 1 /lj:m+l
(7 , M 2,2‘ 2,m> 21+1
j2:17m2:0:

(j17 1a m70|j1 + l,m)

(jh L, m,0|j1,m)

(.jla 17 m70|j1 - 1,m)

¢M—m+Um+m+U
2+ +1)

Vi + 1)7
_ _\/(jl —m)(j1 +m)

J1(2j1 +1)
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