Predmluva

Predklddana skripta jsou urcena studentim prvniho ro¢niku Fakulty jaderné a fyzi-
kalné inzenyrské CVUT v Praze jako pomiicka pii studiu zakladniho kursu fyziky v prvnim
semestru. Mohou ovSem slouzit i dals§im zajemctim a studentim vysSich ro¢nikt k vyhle-
déani potifebné informace.

Mechanika je zakladem a vstupni branou do fyziky. Proto je skripttum predeslan kratky
uvod seznamujici s postavenim fyziky jako védy v systému lidského poznani, s charakte-
rem prace a zpusobem mysleni fyzik a také s hlavnimi etapami vyvoje fyziky. Studenti
se zde poprvé seznamuji s vysokoskolskym zpisobem studia fyziky, ktery se lisi od stie-
doskolského matematickou naroc¢nosti, vyzaduje osvojit si schopnost resit fyzikalni tlohy
a experimentalni navyky ve fyzikalni laboratofi.

Matematicky aparat fyziky je zalozen na diferencidlnim a integralnim poctu. Ke stu-
diu mechaniky je tfeba se sezndmit s derivovanim a integrovanim funkci, a to i funkci
vice proménnych a vypoctem nékterych integralt, véetné integrali kifivkovych, plosnych
a objemovych. Casto je tieba piitom pouzivat i jiné soufadnice nez kartézské - polarni,
cylindrickéh, sférické. Rovnice popisujici pohyb ¢astic jsou obycejné diferencialni rovnice
druhého fadu a proto je tieba se naucit fesit alesponn nejjednodussi typy takovych rovnic.
Mechanika v zékladnim kursu fyziky je pojimana jako vektorovd (Newtonova), na rozdil
od mechaniky v pojeti teoretické fyziky, kterd je zaloZena na variacnich principech a ska-
larnich funkcich. Student se tedy musi seznamit s vektorovou algebrou a analyzou a také
se zékladnimi vlastnostmi nékterych tenzort. Castice se v mechanice ¢asto pohybuji po
trajektoriich, které jsou kuzeloseckami, rotujici pruzné téleso kulového tvaru ziskava tvar
elipsoidu, rotujici vazka kapalina v nadobé vytvaii povrch ve tvaru rota¢niho paraboloidu,
vlastnosti symetrickych tenzort se daji ndzorné geometricky vyjadrit pomoci elipsoidd a
hyperboloidi. Je tedy tfeba znat i rovnice a geometrické vlastnosti kuzelosecek a kvadrik,
i nékterych jinych geometrickych kiivek a ploch, jimz nékdy neni v matematice vénovana
dostatecnda pozornost.

Protoze vyuka matematiky se za fyzikou zpravidla opozduje a také fundovany matema-
ticky vyklad se lisi od zptusobu, jakym jsou matematické poznatky ve fyzice aplikovany, je
do skript zafazena kapitola Matematicky aparat, kde jsou potiebné matematické poznatku
stru¢né shrnuty. Neznamena to samoziejmé, ze by je student musel hned na pocatku zvlad-
nout, spise se k nim bude vracet pii feSeni konkretnich fyzikalnich loh.

Latka z mechaniky je roz¢lenéna do péti kapitol a postupné je probirdna mechanika
¢astice (hmotného bodu), soustavy hmotnych bodt, tuhého télesa a kontinua (pruznych
téles, kapalin a plynt). Pohyb éastic, jejich soustav a tuhého télesa je popsan obycejnymi
diferencidlnimi rovnicemi (jsou to soustavy s koneénym poc¢tem stupii volnosti), pohyb
kontinua, spojitého prostredi o nekonecné velkém poctu stupnu volnosti, parcialnimi dife-
a jednotlivé konkretni fyzikalni problémy a tlohy jsou pak feSeny na konci prislusného
odstavce. Na konci kazdé kapitoly jsou uvedeny ptiklady k samostatnému feSeni. Velka



¢ast jich byla prevzata ze sbirky autoru Dibelka, Havrankova, Legova: Sbirka prikladu
z fyziky I (Mechaniky), na fakulté pouzivané. Na zavér skript jsou pak uvedeny otazky,
které mohou slouzit k opakovani a zkouseni latky.

K reseni mnoha zajimavych fyzikalnich tloh staci znalosti fyziky z gymnaézia. Takové
tlohy s podrobnym fesenim byly shromézdény ve skriptech autord Havrankové, Janouta
a Stolla Uvod do fyziky v fesenych piikladech (CVUT 1995) v nichz lze nalézt i 68 tloh z
mechaniky. Vétsina z nich byla zaddvana na jaderné a fyzikalné inzenyrské fakulté CVUT
u prijimacich zkousek. Nékteré z téchto uloh jsou uvadény i v téchto skriptech jako pri-
klady k feSeni. S mnoha zajimavymi fyzikalnimi problémy, jejich historickymi souvislostmi
a podstatou fyzikdlniho mysleni je mozno se seznamit také v knizce I. Stolla Svét ocima
fyziky, Prometheus Praha 1995.

Vysokoskolské studium se nemuze omezovat jen na latku uvedenou ve skriptech. Stu-
denti musi zédhy zacit tviréim zptisobem pracovat, zapojovat se do odborné a vyzkumné
prace. Musi proto pouZivat i dalsi odbornou literaturu, at uz uc¢ebnice a monografie nebo
¢lanky v odbornych casopisech. Dikladné vysokoskolské ucebnice mechaniky ceskych au-
tord jsou dnes jiz klasické knihy V. Trkala (Mechanika hmotnych bodu a tuhého télesa ,
NCSAV Praha 1956) a M. Brdicky (Mechanika kontinua, NCSAV Praha 1959). Nejnovéjsi
ucéebnice mechaniky zakladniho kursu fyziky je kniha J. Kvasnica a kol. Mechanika, Aca-
demia, Praha 1988, kterou je proto mozno doporucit k paralelnimu studiu. Existuje velké
mnozstvi cizojazyénych kurst vysokoskolské mechaniky. Zajimavy pokus o nové pojeti vy-
uky predstavoval kdysi tzv. Berkeleysky kurs a jeho prvni dil Ch. Kittel Mechanics, Mc
Graw-Hill Book Co. 1965 je k dispozici i v ruském a slovenském prekladu. Mnoho inspirace
ovSem prinaseji i znamé Feynmanovy prednasky o fyzice, dostupné v angli¢tiné a rustiné.

Autor dékuje vSem, kdo v priubéhu mnoha let pfispivali ke zdokonalovani vyuky tohoto
predmétu na fakulté a z jejichz zkuSenosti Cerpal, spolupracovnikim na katedie fyziky,
studentim a zejména recenzentovi.

Praha, ¢erven 1995

I. Stoll
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UVOD DO FYZIKY

1. Postaveni fyziky a jeji ¢lenéni

Nazev fyzika pochéazi z feckého slova fysis, pfiroda. Puvodné tedy fyzika znamenala
védu o prirodé viibec, v protikladu k umélému svétu vytvorenému ¢lovékem, technice (Fec.
techné). V antice byla fyzika vlastné soucésti filozofie a témét kazdy z antickych filozofti
zanechal néjaky spis o prirodé. Toto chapani fyziky jako filozofie pfirody pretrvava v
ur¢itém smyslu dodnes; v angli¢tiné, ale i v jinych jazycich spojeni ”p¥irodni filosofie”,
”Natural Philosophy” znamenaé fyziku.

Postupem c¢asu se védy o prirodé diferencovaly. Filosofie se stala samostatnou védou o
lidském mysleni a svété viibec. Matematika, kterou dnes nepovazujeme za prirodni védu,
se rozvinula do abstraktnich vysin jako véda o kvantitativnich a prostorovych vztazich
véci a algoritmech a mé blizko k logice. S rozvojem pocitacové techniky nabyla matema-
tika novych dimenzi a moznosti. Fyzika se tak stala védou o zakladnich, nejobecnéjsich
zékonitostech pfirody. Specidlnimi zakonitostmi na vysSich Grovnich organizace hmoty
se zabyvaji dalsi prirodni i spolecenské védy - chemie, biologie, psychologie, sociologie.
Vsechny tyto védy musi ovsem fyzikalni zédkonitosti respektovat a také hojné vyuzivaji
fyzikalnich metod a pristroji. Napiiklad biologické zakonitosti se tykaji jen Zivé hmoty,
ktera je ve vesmiru vzacnym jevem. Fyzikalnimu zdkonu vSeobecné gravitace se vSak musi
podrizovat vSechny prirodni objekty.

Fyzika ma zvlastni, izké sepéti s matematikou - vyuziva jejich metod a také obohacuje
matematiku novymi myslenkami a pojmy. Neni ndhodou, ze jeden z objeviteld diferenci-
alntho a integralniho poc¢tu byl pravé Newton, tedy fyzik. Jako véda o nejobecnéjsich
zékonitostech prirody je fyzika v izkém vztahu i k filozofii, a také mnoho fyziku filozofuje.
Mezi fyzikou a filozofii je ovSem zasadni rozdil. Fyzika se vZdy musi opirat o experimen-
talni data a zabyva se jen problémy, které mutze diive ¢i pozdéji experimentéalné ovérit. K
fyzikalnim poznatkim tedy nedochazime pouhym myslenim, spekulaci, ale konfrontaci s
vysledky méfeni a pozorovani.

V poslednich desetiletich se fyzika stala zakladem pro nesmirné rychly rozvoj moderni
techniky, které stale vice ovliviiuje nas zivot. Technika pfinasi spolec¢nosti nejen dobrodini,
ale také potencialni hrozby a je tézko predvidat, jak se lidstvo s témito problémy vyporada.
Nékdy je fyzika ¢inéna zodpovédnou i za tyto hrozivé jevy nasi civilizace a jindy zas je na
ni pozadovano, aby dala navod, jak vSechny tyto problémy vytesit. Fyzikové se samoziejmé
neziikaji své spolecenské zodpovédnosti, ale na druhé strané nejsou to oni, kdo o kone¢ném
vyuziti ¢i zneuziti fyzikalnich objevt rozhoduji.

Fyzikalni vyzkum ma dnes i vyrazné ekonomické aspekty. Je nakladny, a zejména ex-
perimentalni zafizeni, kterd pocitame k tzv. ”velké védé”, obii urychlovace, zafizeni pro
vyzkum termojaderné energie, pro kosmicky vyzkum apod. si mohou dovolit jen ekono-
micky silné staty. Vétsinou jsou tato zafizeni vyuzivana v mezinarodni spolupraci, jako
napiiklad v evropském stiedisku pro jaderny vyzkum CERN v Zenevé, jehoz ¢lenem je



také nase republika. Nékteré zvlasté ndkladné projekty, jako napfiklad amerického super-
obftiho urychlovace SSC, byly z finan¢nich dvodi zruseny. Tato velké experimentélni zafi-
zeni slouzi samoziejmé k ukojeni zvédavosti fyzikd a hlubsimu poznani pfirody. Na druhé
strané z takového poznani, jak ukazuje historie, mize lidstvu kynout necekany uzitek.
Vysilani umélych druzic Zemé se zpocatku také jevilo jako nakladna prestizni zalezitost
a dnes si tézko pfedstavime svétovou ekonomiku a spoje bez vyuziti blizkého kosmu. Kdo
dnes muze Fici, jaky uzitek pfinese lidstvu cesta na Mars nebo objev nové elementarni
Castice!

7 toho, co bylo feceno, je ziejmé, ze fyzika méa v systému lidského poznani a jeho vyu-
zivani do zna¢né miry kli¢ovou tlohu. Anekdotickym zpisobem to bylo vyjadreno takto:
ostatnich odborniku tim, Ze jeho véda skutecné nejdulezitéjsi je. V nasledujicim schematu
je znazornén vztah a vzdjemné propojeni jednotlivych védnich oblasti, a postaveni fyziky
mezi nimi.

SOCIOLOGIE F
0 I
PSYCHOLOGIE L
1 0
BIOLOGIE S

1 0
CHEMIE F

0 I

E

MATEMATIKA < FYZIKA <  TECHNIKA

Fyzika je dnes velmi rozsahla védni disciplina a zadny fyzik ji nemuze ovladat v celé
$iri. Mazeme ji délit podle rtiznych hledisek. Tak zpravidla rozliSujeme podle metody vy-
zkumu a zameéteni
a) fyziku teoretickou
b) fyziku experimentalni
c) fyziku aplikovanou .

Kazda z nich ma opét své diléi oblasti. Prevlada-li diraz na matematickou metodu, mlu-
vime o fyzice matematické, vyuzivame-li pocitace k simulovani fyzikalnich procest, o fyzice
pocitacové.



Podle druhu jevi, jimiz se fyzika zabyva mutzeme rozliSovat
a) mechaniku (a gravitac¢ni pole)
b) elektfinu a magnetismus (a elektromagnetické pole)
c) termiku
d) optiku

Podle fyzikalnich soustav, které fyzika zkouma
a) fyziku molekulovou, atomovou, jadernou a éasticovou
b) fyziku pevnych latek
c) fyziku tekutin (kapalin a plyni)
d) fyziku plazmatu.

Dalsi dulezité déleni je na fyziku klasickou a kvantovou. Klasick fyzika se zabyvé zako-
nitostmi makrosvéta, tedy svéta nasich rozméru a smyslové zkuSenosti. Kvantova fyzika je
fyzikou mikrosvéta, kde plati jiné fyzikalni zadkonitosti. Charakteristickym parametrem v
mikrosvété je Planckova konstanta h = 6,626.10734 J.s. U jevii a pohybti u nichZ mtizeme
Planckovu konstantu povazovat za zanedbatelné malou, odpovidaji (koresponduji) zéko-
nitosti kvantové fyziky zakonitostem fyziky klasické. Rikdme tomu princip korespondence.
Kvantova fyzika je tedy obecnéjsi, ale u makroskopickych pohybi mtzeme kvantové jevy
zanedbat (i kdyz ne vzdy). V téchto skriptech se budeme zabyvat mechanikou klasickou,
s kvantovou mechanikou se seznamite pozdéji.

Podobné mtizeme rozlisit fyziku nerelativistickou a relativistickou. Jevy, které popisuje
specialni teorie relativity, se projevuji, pohybuji-li se ¢astice nebo télesa rychlostmi bliz-
kymi rychlosti svétla ve vakuu ¢ = 2,997 924 58 m.s~!. Mechanika, kterou se budeme
zabyvat, je mechanika nerelativisticka. Opét zde plati princip korespondence - pfi rych-
lostech podstatné mensich nez je rychlost svétla ve vakuu, tedy mizeme-li povazovat tuto
rychlost za nekonecéné velkou, prechéazeji zakony relativistické mechaniky v zakony mecha-
niky nerelativistické. Budeme-li se vSak zabyvat vlastnostmi elektromagnetického pole,
musime pouzivat zakony specialni teorie relativity. Podobné ve velmi silnych gravita¢nich
polich, ktera se vyskytuji v okoli velkych hmotnych téles ve vesmiru, se uplatni zakony
obecné teorie relativity.

Zvlastni casti fyziky je je termodynamika, kterd zkouma stavy fyzikalnich soustav z
hlediska jejich pravdépodobnosti a méa tzky vztah k teorii informace. Nékteré termodyna-
mické zékony (naptiklad druhd véta termodynamickd) maji pravdépodobnostni charakter
- netvrdi zda néjaky jev nastane ¢i ne, nybrz pouze zda nastane s vétsi ¢i mensi pravdépo-
dobnosti. Termodynamikou tedy vstoupila do fyziky ndhoda, ne vzdy je mozno vysledek
néjakého jevu predpovédét jednoznacné. Také termodynamické zdkonitosti lze vysvétlit
z mikroskopického hlediska statistickymi metodami. Témi se zabyva dulezita cast fyziky,



fyzika statistickad.

2. Fyzikéalni principy

Nékolik slov o metodach prace a zptusobu mysleni fyzika. Fyzika jako véda o prirodé
vychéazi z pozorovani a experimenti, zobecnuje zjisténa fakta a formuluje obecné fyzikdini
zdkony. Témto fyzikdlnim zakonlim déva matematickou formu. Takovy poznéavaci pro-
ces zobecnovani jednotlivych fakt se nazyva metoda védecke indukce. Na zakladé znalosti
obecnych fyzikalnich zdkoni mize pak fyzika usuzovat, jaky bude vysledek konkretniho
experimentu v daném zvlastnim piipadé. Resenim rovnic vyjadiujicich fyzikalni zdkony
predvida tyto vysledky a znovu je ovéruje. To je proces védecké dedukce. Tak fyzika teo-
reticky zdavodnila, Ze pfi vybuchu jaderné bomby dojde k uvolnéni obrovského mnozstvi
energie a experiment v Alamogordo v Novém Mexiku v roce 1945 tuto fyzikalni predpoveéd
plné potvrdil.

Na rozdil od matematiky musi fyzika stale konfrontovat sva tvrzeni s experimentalni
skutecnosti; fyzikalni objevy nelze délat pouhymi spekulacemi, jak se obcas leckdo pokousi.
Rozdil mezi pfistupem matematiky a fyziky lze nazorné ukazat na ptikladu velkého né-
meckého prirodovédce minulého stoleti Gausse, ktery byl jak matematikem, tak fyzikem.
Jako matematik dospél k objevu neeuklidovské geometrie a zjistil, Zze je mozno logicky
konstruovat prostory, v nichz neplati véta o tom, ze soucet hl v trojihelniku je roven
27. Matematik by se s tim spokojil a vénoval by se dale logickému rozvijeni takové myslen-
kové konstrukce. Fyzika vSak zkouma nas reilny svét a geometrie tohoto svéta je vlastné
soucasti fyziky. Jako fyzik si proto Gauss polozil otazku, zda uvedend véta v redlném svété
skutecné plati a zacal prométrovat velké trojahelniky, jejichz vrcholy tvorily vrcholy Harc-
kého pohoii. Pozdéji se skuteéné ukézalo, ze diky gravitaci je nas prostor zakfiven a tato
geometricka poucka v trojuhelnicich velkych rozmériu neplati.

Jednim z tGstfednich principi, jimz se fyzika idi, je princip symetrie (nékdy téz mlu-
vime o principu dostateéného divodu). Na pocatku vzdy analyzujeme symetrii tlohy a
tato analyza ukaze cestu k dalsimu feseni. Z diivodu symetrie musi gravitacni pole kulové
hmoty pusobit v radidlnim smeéru, sila musi smérovat do stfedu koule, podobné pole ne-
kone¢ného valce bude ptlisobit kolmo k ose valce. Z mnoha rtiznych moznosti voli pfiroda
vzdy takovou, kterd se né¢im odliSuje od ostatnich, ma néjakou vyznacnou vlastnost. Sila
by mohla napfiklad pusobit pod obecnym thlem k ose véalce, ale vzhledem k symetrii
neni k tomu ”dostate¢ny divod”, nelze preferovat jeden obecny smér pred jinym. Kdyby
sila ptisobila rovnobézné s osou valce, nebylo by opét mozno rozhodnout, kterym ze dvou
moznych sméri, nebot osa vélce neni orientovana.

Princip symetrie se projevuje v invarianci, neménnosti pohybu fyzikalni soustavy vzhle-
dem k nékterym transformacim prostoru a ¢asu. K takovym transformacim patii translace
(posunuti soustavy soufadnic ve sméru nékteré z os), rotace (pootoceni soustavy soufad-
nic), ¢asova translace, inverze (zrcadlové zobrazeni). Bylo dokéazano, ze takové transfor-
mace odpovidajici ptislusSnym symetriim vedou k zdkonidm zachovdni riznych fyzikalnich



veli¢in. V mechanice se sezndmime se zdkony zachovani hybnosti, momentu hybnosti,
energie, rychlosti t€zisté izolované soustavy. Ve fyzice existuje celd fada dalsich zadkont za-
chovani, naptiklad zakon zachovani elektrického naboje aj. Zakon zachovani energie, ktery
ma ve fyzice klicovy vyznam, byl objeven az ve Ctyficatych letech minulého stoleti. Pro
mechanickou energii byl vSak uzivan jiZz mnohem drive, a sice v podobé tvrzeni, Ze nemiize
existovat perpetuum mobile, zafizeni, které by konalo mechanickou praci bez dodavani
vnéjsi energie.

Zakony zachovani maji velky prakticky vyznam pfi feSeni konkretnich fyzikalnich po-
hybi. Udavaji totiz, ze néktera fyzikalni velicina se za pohybu nemeéni, je invariantem,
nebo jak fikdme integralem pohybu. P1i integrovani pohybovych rovnic musime totiz urcit
hodnoty integrac¢nich konstant z danych pocate¢nich podminek. Znalost zakont zachovani
nam to usnadnuje a nékdy nas zbavuje nutnosti fesit pohybovou rovnici vibec.

K dalsim fyzikdlnim principtim patii principy variacni. Podle nich z moznych vari-
ant stavii nebo pohybt se bude realizovat takovy, ktery odpovida extrému (maximu nebo
minimu) néjaké fyzikalni veli¢iny. Je zndmo, Ze rovnovaha néjaké fyzikalni soustavy se
ustavi vzdy tak, aby potencidlni energie nabyvala miniméalni nebo maximélni hodnoty.
V prvnim piipadé jde o rovnovahu stabilni, ve druhém je to rovnovéha labilni. Podobné
napriklad svételny paprsek voli vidy takovou drahu, aby ¢as potfebny k probéhnuti mezi
pocateénim a koncovym bodem byl minimalni. Tato podivuhodné ”dspornost” pfirody
je opét dtsledkem obecného principu dostate¢ného divodu - pravé extrémni hodnota je
vyznacéna, odlisuje se od ostatnich moznosti. Teoreticka fyzika je budovana pravé na va-
rianich principech, z nichz plynou pohybové rovnice obecnéjsi a elegantnéjsi nez jsou
rovnice
Newtonovy. S teoretickou (analytickou) mechanikou se seznamite pozdéji v kursu teore-
tické fyziky.

Vedle téchto principt se fyzikové ¥idi i dalsimi hledisky, z nichz nékteré jsou intuitivni,
heuristické, ale ¢asto umoznuji ”uhadnout” spravné reseni. To se pak samoziejmé musi
matematicky a experimentalné ovérit. Konec konct tak postupoval i Archimedes, kdyz
objevil sviij zékon v lazni a s vykiikem Heuréka! (Nasel jsem!) jej spéchal oznamit ostat-
nim. Znédma je i legenda o Newtonovi, ktery pry objevil gravita¢ni zdkon pii pozorovani
padu jablka. Problém je ovSem v tom, Ze mnoho jinych lidi také pozorovalo pad jablka,
ale gravitac¢ni zakon neobjevili. Intuice fyzikt jde tak daleko, ze predpokladaji, ze mate-
matickd rovnice vyjadrujici néjaky novy fyzikalni zakon musi byt vnitiné krasné a pritom
dostatecné silena. Ale to uz se dostavame do oblasti ¢isté subjektivni.

3. Fyzikalni veli¢iny a jednotky, rozmérova analyza

Aby fyzika mohla byt exaktni védou, musi pracovat s presné definovanymi pojmy. P¥i-
rodni objekty, jako je napriklad elektron, atom nebo elektromagnetické pole nelze vycerpat
slovni definici, protoze fyzika objevuje stale nové a nové vlastnosti téchto objekti. Zakladni
pojmy jako je hmotnost, délka, Cas, sila, elektricky naboj apod. neni ovSem mozno defi-



vvvvv

zpusobem lze tyto pojmy experimentalné zkoumat, méfit jejich vlastnosti.

Vlastnosti, které maji jak kvalitativni tak kvantitativni stranku, tj. daji se porovnavat
s obdobnymi vlastnostmi jinych objektti a mérit po zavedeni piislusné fyzikalni jednotky,
se nazyvajl fyzikdlni veliciny. Fyzikalni veli¢iny nejsou mezi sebou nezavislé, plati mezi
nimi obecné vztahy, které mohou mit povahu fyzikalnich zékoni.

To také umoznuje vytvorit soustavy fyzikdlnich jednotek. Nékteré veli¢iny zvolime za
zékladni a ostatni veli¢iny jsou pak od nich odvozeny pomoci prislusnych matematickych
vztaht vyjadiujicich fyzikalni zakony. I kdyz se ve fyzice stale pouzivaji riizné soustavy
jednotek, normativné byla zavedena Mezinarodni soustava SI, které se také budeme pridr-
zovat. Zakladni mechanické veli¢iny jsou v ni délka, hmotnost a ¢as a z nich jsou vSechny
ostatni veli¢iny odvozeny. Zakladni veli¢iny budeme oznacovat velkymi pismeny: délku L,
hmotnost M a ¢as T a odvozené veli¢iny budou pak charakterizovany svym fyzikdlnim
rozmérem, tj. vztahem k zdkladnim veli¢indm. Tak rychlost bude mit rozmér [v] = LT,
sila [F] = LMT 2 apod.

V soustavé SI jsou zékladnimi jednotkami, jimiz se méii zakladni mechanické velic¢iny
metr (m), kilogram (kg) a sekunda (s). Rovinny thel se méfi v radidnech (rad), prosto-
rovy ve steradidanech (sr); tyto jednotky byly dfive fazeny do zvlastni skupiny vedlejsich
jednotek, dnes jsou povazovany za bezrozmérné odvozené jednotky.

Metr je podle posledniho rozhodnuti Mezinarodni konference pro miry a vahy z r. 1983
definovan jako ”délka rovnajici se vzdalenosti, kterou ubéhne svétlo ve vakuu za
1/299 792 458 s”. Za jeden kilogram je vzata hmotnost prototypu, valecku z platiny a
iridia, ktery je od r. 1889 ulozen v Sevres u Pafize. Sekunda je definovana od r. 1967
jako ”doba trvani 9 192 631 770 period zareni, které prislusi prechodu mezi dvéma velmi
jemnymi hladinami zakladniho stavu atomu cesia 133”.

S dalsimi zakladnimi a odvozenymi veli¢éinami a jednotkami soustavy SI se postupné
seznamime pri studiu elektfiny a magnetismu, termiky, optiky, atomové a jaderné fyziky.
Uvedme jesté, ze vedle zékladnich a od nich odvozenych jednotek v ramci soustavy SI je
normami trvale povoleno uzivani i nékterych jednotek vedlejsich. Jsou to minuta, hodina,
den, thlovy stupen, thlova minuta a thlova vterina, hektar, litr, tuna, Celsitiv stupen,
elektronvolt, atomova hmotnostni jednotka, astronomicka jednotka a parsek.

Fyzikalni rozmér neni jen formalnim vyjadfenim vztahu fyzikalnich veli¢in k velici-
nam zékladnim, ale mé i velky vyznam ovéfovaci a heuristicky. Chceme-li zkontrolovat,
zda néjaka rovnice vyjadiujici vztah mezi fyzikalnimi veli¢inami je spravna, jako prvni
krok vzdy zjistime, zda fyzikalni rozmér veli¢in na levé strané rovnice souhlasi s rozmérem
veli¢in na pravé strané. Jindy mutZeme prostou tvahou na zakladé fyzikalniho rozméru
uhadnout fyzikalni zavislost nebo zakonitost. Takova systematickd tvaha na zakladé fy-
zikalntho rozméru je pfedmétem rozmeérové analyzy. Jeji pouziti budeme ilustrovat na
prikladu matematického kyvadla.

Matematické kyvadlo predstavuje idealizovany model tvofeny hmotnym bodem zavé-
Senym na nehmotném vladkné v tihovém poli. Jedinymi charakteristikami kyvadla jsou
hmotnost bodu m a délka vldkna [, jedinou charakteristikou pole jeho intenzita (tihové
zrychleni) velikosti g mifici svisle k zemi. Pohyb kyvadla bude zélezet téZ na pocateénich
podminkéch. Pokud kyvadlo vychylime z dolni stabilni polohy do urcité vyse h a volné
pustime, za¢ne vykondvat kyvy ve svislé roviné dané smérem pocatecni vychylky a smérem
svislym. Protoze na néj neptisobi zadna dalsi sila, kterd by ho z této roviny vychylovala,



neni dtvodu, pro¢ by tuto rovinu opoustélo. Jeho pohyb tedy bude rovinny (plyne to i
ze zékona zachovani momentu hybnosti). Zanedbame-li odpor vzduchu a pfipadné tfeni v
misté upevnéni zavésu, bude podle zdkona zachovani energie pti pohybu kyvadla smérem
dolt klesat jeho potencialni energie a poroste energie kineticka. Po priichodu dolni polohou
zacne kyvadlo opét stoupat a to do puvodni vyse. Bude tedy vykonavat periodicky pohyb
a nas bude zajimat perioda tohoto pohybu.

Tato perioda mtze zaviset pouze na vysSe uvedenych veli¢éinach m, [, ¢ a mohla
experiment nebo podrobnéjsi matematicky vypocet. Mlady Galileo Galilei pii pozorovani
kyvl lucerny zavésené na dlouhém zévésu na stropé pisanského kostela dospél k zavéru,
ze pohyb kyvadla je izochronni, tj. Ze jeho perioda nezavisi na vychylce. Pfijméme tedy
hypotézu, ktera se nabizi z pozorovani, Ze alespon pri malych vychylkach je perioda pohybu
kyvadla konstantni a pokusme se ji urcit z rozmérové analyzy.

Predpokladejme, Ze perioda bude zaviset na parametrech soustavy jako mocninna
funkce vztahem

T =Cl1*mP g,
kde C' je bezrozmérna konstanta. Protoze fyzikalni rozmér na levé a pravé strané rovnice
musi byt tyz, dostaneme podminku

7] = L MP (LT2) = LY MP T2 = T.

Odtud dostavame soustavu rovnic a +~v =0, (=0, —2y=1,z niz plyne
a=1/2, =0, v=—1/2.Z rozmérové analyzy dostavime vyraz pro periodu kyvadla
jako
l
T =C /.
g

Timto zpisobem nemutzeme ovsem urcit bezrozmérnou konstantu C. Protoze vsak bod
na konci zavésu kyvadla kond pohyb po oblouku kruznice, je logické ocekavat, ze tato
konstanta bude obsahovat ¢islo 7. Dale fyzik intuitivné predpoklada, ze konstanta bude
obsahovat mal4 celd ¢isla, napiiklad 2, 3, 1/2 apod. a nikoli naptiklad 896/2379. Timto
zpusobem mizeme ”uhddnout” spravny vysledek

T:27r\/7.
g

Uvedeny postup neni samoziejmé odvozenim a spravnost vysledku by se musela teprve
pfesnym vypocCtem dokazat a experimentalné potvrdit. Je vSak ilustraci heuristického
postupu jimz se fyzikové dobiraji predbéznych vysledk - pomoci obecnych fyzikalnich
principl, rozmérové analyzy a intuice.

4. Hlavni etapy vyvoje fyziky

Fyzika prosla dlouhym historickym vyvojem a znalost tohoto vyvoje pomahé lépe
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pochopit logiku soustavy fyzikalnich poznatkt a dokonce dochéazet k poznatkim novym.
Historie fyziky je ovSem samostatnym védnim oborem, ktery zde nemtzeme probirat. Zmi-
nime se proto pouze o hlavnich etapach tohoto vyvoje a pozdéji pfi probirani mechaniky
upozornime stru¢né na nékteré dilezité historické okolnosti.

Déjiny fyziky mizeme rozdélit na t¥i hlavni etapy:
a) Stard fyzika - od starovéku do pocatku 17. stoleti (orientacné do roku 1600).
b) Klasickd fyzika - 1600 - 1900
c) Moderni fyzika - 1900 - dosud

Starou fyziku nemtzeme povazovat za védu ve vlastnim smyslu, i kdyz se dobrala celé
fady vyznamnych védeckych poznatkid. Prvni z nich znali jiz stafi Sumerové, Babylonané,
Egyptané a Cinané. Slo zejména o poznatky astronomické a geometrické (Pythagorova
véta) a také o metody méfeni nékterych fyzikalnich veli¢in (délka, hmotnost, ¢as). Fy-
zika ve starém Recku byla jako soucast filosofie pievazné spekulativni a tento charakter
si pod vlivem aristotelismu udrzela az do pocatku novovéku. Skuteény fyzikdlni vyzkum
provadéli az helenisti¢ti Rekové, kdy se centrem védy a kultury antického svéta stala
Alexandrie. V Alexandrii studoval nejvétsi fyzik starovéku Archimedes, ktery dospél k
dilezitym poznatkiim o statické rovnovaze téles a plovani téles a v matematice se tésné
ptiblizil objevu diferencialniho a integralniho poétu. Alexandrij$ti Rekové znali také za-
kon odrazu svétla (nikoli lomu) a provadéli prvni méfeni teploty. Poznatky antiky byly
stfedovéké Evropé zprostiedkovany Araby, ktefi se téz intenzivné zabyvali optikou (Alha-
zen) a urcovanim mérné hmotnosti latek. Zatimco ve stfedovéky byly hlavni pfirodovédné
poznatky ¢erpany z Euklidovych ”Zéklad” (geometrie), ” Almagestu” Klaudia Ptolemaia
(geocentricky vyklad astronomie slune¢ni soustavy) a spist Aristotelovych (mj. ”Fysika”),
vesly prace Archimedovy v Evropé ve zndmost az teprve za¢atkem novovéku. Ve starovéku
a stfedovéku vsak fyzika neprovadéla systematické experimenty, nevyuzivala matematicky
aparat k popisu prirodnich jevii a neméla ani pfesné definovany zakladni pojmy (rychlost,
zrychleni, sila apod.)

Zrod fyziky jako védy se datuje zacatkem 17. stoleti. Na zakladé astronomickych vy-
zkumii Keplerovych (1571-1630) a pozemskych mechanickych experimentii Galileiovych
(1564-1642) mohl Isaac Newton (1643-1727) vytvorit prvni fyzikalni teorii, klasickou me-
chaniku, vyuzivajici matematicky aparat diferencidlniho a integralniho poctu. Newton
prisel s koncepci vSeobecné gravitace a ukazal, ze neni pfehrady mezi nebeskou a pozem-
skou fyzikou, ze sila, kterd udrzuje planety na jejich drahach kolem Slunce je taz jako sila,
ktera nuti jablko padat k zemi. Zakladni Newtonovo dilo z r. 1687 nese nazev ” Matematické
zaklady pfirodni filosofie” (”Philosophiae naturalis principia mathematica”) a predstavuje
pravdépodobné nejvyznamnéjsi védeckou knihu, kterd byla kdy napsdna. Newton se za-
byval téz optikou a rozpracoval teorii rozkladu bilého svétla do spektra. V té dobé byl jiz
zasluhou Snellovou a Descartovou znam i zakon lomu svétla.

7Z roku 1600 pochéazi prvni védecky spis o elektfiné a magnetismu od anglického 1é-
kare a fyzika Gilberta. Vyzkumem téchto jeva se v nasledujicich stoletich zabyvala cela
fada fyziki (Coulomb, Volta, Oersted, Ampere a dalsi). Tento vyzkum pak zavrsil Fara-
day (1791-1867) svym objevem zakona elektromagnetické indukce a svou koncepci silo¢ar
elektromagnetického pole. Ulohu Newtona elektromagnetismu pak sehral James Clerk Ma-
xwell (1831-1879), ktery ve svém ”Traktaté o elektiiné a magnetismu” z r. 1873 sestavil
slavné Maxwellovy rovnice popisujici vlastnosti elektromagnetického pole. Maxwell zaro-
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ven teoreticky zdtivodnil elektromagnetickou povahu svétla a ukazal, Ze jevy spojené s
vlastnostmi elektrického nédboje (”elektfina”), elektrického proudu (”galvanismus”), mag-
netického pole a svétla (optika), jsou jedné a téze elektromagnetické povahy.

V devatendctém stoleti byl tak dovrsen vyzkum mechanickych jevi a elektromagne-
tismu a klasické fyzika tim uzaviena. V prirodé tedy existovaly pouze dvé sily, dva zpiisoby
vzéjemné interakce mezi ¢asticemi: gravitacni a elektromagnetickd. Mezi nimi se vSak pro-
jevoval urcity rozpor. Jak Newtonovy tak Maxwellovy rovnice plati v libovolné inercialni
vztazné soustaveé. PTi pfechodu od jedné inercidlni soustavy k druhé se vSak Newtonovy
rovnice transformuji pomoci tzv. Galileiho transformaci a Maxwellovy rovnice pomoci Lo-
rentzovych transformaci. Fyzika se tak rozdvojila, mechanické a elektromagnetické déje se
zdaly byt neslucitelné. Kromeé toho existovaly nékteré experimenty, jejichz vysledek nedo-
kazala klasicka fyzika vysvétlit: prubéh spektra rovnovazného elektromagnetického zafeni
(tzv. zafeni absolutné ¢erného télesa) a pokus Michelsoniv, ktery svédéil o neexistenci
svételného éteru.

Tyto zdanlivé nepodstatné rozpory vyustily ve 20. stoleti ve vznik moderni fyziky, tj.
fyziky kvantové a relativistické. Pravé koncem roku 1900 vyslovil Planck tzv. kvantovou
hypotézu, jiz vysvétlil zaieni absolutné cerného télesa, a v r. 1905 publikoval Einstein
(1879, rok Maxwellovy smrti - 1955) praci o specidlni teorii relativity. V ni pfeklenul
rozpor mezi Newtonovou a Maxwellovou fyzikou a fyziku opét sjednotil. Pfedpoklad o
existenci svételného éteru se teorii relativity stal zbytecnym. V roce 1916 vytvoril Einstein
i obecnou teorii relativity jako moderni teorii gravitace. Gravitacéni sily podle této teorie
souviseji se zakfivenim prostorocasu. Jak specidlni, tak obecna teorie relativity pirechazeji
pri rychlostech objekt podstatné mensich nez je rychlost svétla ve vakuu a pii slabjch
gravitacnich polich v teorii Newtonovu.

Prelom 19. a 20. stoleti je téz poznamenan objevem radioaktivity a vznikem jaderné
fyziky, ktera tak vyznamnym zptisobem zasahla do Zivota celého lidstva. V jaderné fyzice
se uplatni dalsi dvé prirodni sily - tzv. silna, ktera udrzuje nukleony v atomovych jadrech
a slabé, ktera se projevuje pfi radioaktivni preméné beta za vzniku neutrin. Moderni
fyzika odhalila v kosmickém zafeni a pomoci urychlovact obrovské mnozstvi ¢astic, jejichz
vlastnosti studuje a snazi se je uttidit a vysvétlit. Mezi vSemi témito ¢asticemi ptisobi ¢tyri
zakladni sily prirody: gravitacni, elektromagneticka, silna a slaba.

V nedévné dobé se podarilo prokéazat, ze i elektromagnetickd a slaba interakce jsou
téze podstaty a tvoii jedinou silu elektroslabou. V priibéhu historie fyziky od Newtona
a Maxwella k dnesku tak probihd Usili o sjednocovani interakci, které pokracuje i dnes.
Fyzika se pokousi prokézat, ze i silné a elektroslabé interakce jsou téze povahy, a ze k nim
konec¢né pristupuje i sila gravita¢ni. Tim by vznikla idea jediné ptirodni sily sjednocujici
vSechny pfirodni jevy a déje. Fyzika ovSem nemiize k takovému zavéru dojit pouhym
uvazovanim, musi matematicky vypracovat a zddvodnit prislusnou teorii a jeji zavéry
experimentalné ovérit. To vede ke snaze budovat stale vétsi a vétsi urychlovace a také k
intenzivnimu vyzkumu jevt v kosmu. Sjednocovani interakci ma totiz tésnou navaznost na
vyvoj vesmiru podle hypotézy o tzv. ”velkém tfesku”. Pravé v pocatcich vyvoje vesmiru
by se mély vSechny ¢tyfi (resp. tfi) interakce uplatiiovat rovnocennym zpusobem a teprve
v pribéhu dalsiho vyvoje a rozpinani vesmiru se postupné oddélovat. Tak jako pocatky
vzniku védecké fyziky v 17. stoleti jsou spjaty s astronomickymi pozorovanimi slunecéni
soustavy, je i dnes fyzika stale vice propojena s astrofyzikou. Vesmir zlUstava nejvétsi
fyzikalni laboratofi.

12



MATEMATICKY APARAT

1. Diferencialni a integralni pocet

Derivace funkce jedné redlné proménné f(x) v bodé
xg je definovana jako

T Az) — f(x
f'(xo) = [lim_ flao + A; f(@o)

(M.1)

Z obr. M 1 je vidét, ze tato derivace vyjadiuje smér-
nici teény ke grafu funkce f(x) v bodé xo rovnou tg a.
Derivace funkce je tedy sama opét funkci a lze ji zapi-
sovat ve tvaru

_df

fa) =1

kde dx nazyvame diferencidlem nezdvisle proménné a
df diferencidlem funkce. Zatimco pod diferencidlem
nezavisle proménné dr mtzeme rozumeét prosté libo-
volnou nekone¢né malou zménu proménné z, diferen-
cial funkce df jiz podstatné zavisi na vlastnostech této
funkce. Vlastnostmi funkci, podminkami existence a
vlastnostmi jejich derivaci a diferencialii se zabyvé ma- obr. M 1
tematickd analyza a nebudeme je zde rozebirat. Dile-
zité je si vSak uvédomit, Ze nekonecné malé velic¢iny
dx, df nejsou nulové, a proto je mozno jimi nasobit i
delit.

(M.2)

Pfi poéitani s derivacemi plati pravidla pro derivaci linedrni kombinace funkci (Cq, Co, ...

jsou konstanty), souéinu a podilu funkeci a derivaci funkce slozené:

f=C fi+Cofo+ ..., f,201f{+02fé+...
= nhntr, ff=»HLE+ A
, , (M.3)
f:%’ f/:f1f2;2f1f2
f=1lg@], L =dE=F9d@).

Carkou zde vzdy oznac¢ujeme derivaci funkce podle celého argumentu. Vidime, %e po-
sledni vztah jsme vlastné dostali rozsifenim vyrazu pro derivaci % diferencialem dg.

Ve fyzice se nejcastéji setkavame s funkcemi vice proménnych, zavislych na prostoro-
vych soufadnicich a na ¢ase. Potom zavadime pojem parcialni (¢dstecné) derivace podle
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jedné z proménnych; ostatni proménné pritom povazujeme za konstanty. Jsou-li napii-
klad z, y, z kartézské souradnice a t ¢as, bude parcialni derivace funkce f(x,y,z) podle

soufadnice x
of . flx + Az,y,zt) — f(z,y,2,1)
— = lim
ox Az—0 Ax

. (M.4)

Vidime, Ze prirtistek dostava pouze proménnd x, ostatni proménné se nemeéni. Se sym-
boly 0 f, Ox uz nemiZeme zachazet jako se samostatnymi veli¢inami a vyraz % nemuzeme
chapat jako podil dvou diferencidlti, ani ho oznacovat ¢arkou. MuZeme ovSem zavést dife-
rencidly nezavisle proménnych dz, dy, dz, dt a sestavit takzvany totdlni (uplnyg) diferencidl
funkce (novéji tplnou diferencidlni formu) ve tvaru

df = %dm + ggjjd’y + %dz + %dt. (M.5)

Ve fyzice byvaji soufadnice x,y,z zpravidla funkcemi ¢asu x(t), y(t), z(t); funkce
proménnych f [x(t), y(t), z(t), t] je tedy vlastné slozenou funkci Casu. Zavisi na case
jednak pfimo (explicitné), jednak nepfimo (implicitné) prostfednictvim soutadnic z, y, z.
Muzeme ji tedy derivovat podle ¢asu jako slozenou funkci a dostaneme

G _ofde  ofdy  ofds of

_of of 97 . M.
At~ Oxdt oyt " ozdt T ot (M.6)

To je vlastné uplnd (totdlni) derivace funkce f podle ¢asu a ve fyzice ji oznacujeme
teckou. Teckou oznacujeme také derivace funkci jedné proménné zavislé na case:

o af. af.  of. 0
i) = 8%55 + ajyfy' + a—iz’ + a%‘ (M.7)

. , p . L. . . df . of
Odtud je téz patrny rozdil mezi casovymi derivacemi 3 a 5y .

Derivace funkci jsou opét funkcemi a lze je déle derivovat. Tim dostavame derivace
vyssich fadd. U funkci jedné proménné je oznacujeme
d*f
1! n
) = —5, T) = —% M.8
) = g 1) (M)
atd.

Se symboly v citateli a jmenovateli opét nemizeme zachazet samostatné. U funkci
vice proménnych pak dostavadme vyssi derivace bud podle jedné proménné nebo derivace
smisené:

FPff Pf
0x2 "’ 0y3 ' 020z

(M.9)

apod.

Dalo by se ocekavat, Ze derivovani u smiSenych derivaci nebude zaviset na poradi
proménnych. Neni to sice samoziejmé, ale v matematické analyze se dokazuje, ze pokud
jsou prislusné derivace spojité, plati Schwarzova véta o smisenych derivacich

0% f - 0% f
oxdy  Oydx '

(M.10)
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Tato véta je dilezitou praktickou kontrolou toho zda néjaka linearni diferencialni forma
je nebo neni tplna. Mame-li naptiklad malou zménu funkce ve tvaru

Sf = a(zv,y,2)de + b (z,y,2)dy + c(x,y,2) dz, (M.11)

NG v s s .y , . 5} 0 o .
sta¢i proveérit, zda se funkce a, b, ¢ chovaji jako parcialni derivace (‘T{Z’ 6—5, 8—£,t3. zda pro

né plati vztahy (M.10). Potom muzeme formu §f oznaéit jako totélni diferenciél df.

Ve fyzice fesime takzvané pohybové rovnice. Pro fyzikalni soustavy, které maji koneény
pocet stupriii volnosti s (volny hmotny bod 3, soustava N volnych hmotnych boda 3N, tuhé
téleso 6) jsou to obycejné diferencidlni rovnice druhého Fadu, resp. jejich soustavy. Maji
nekone¢né mnoho feSeni zavislych na 2s integrac¢nich konstantach jako parametrech. V
daném konkretnim pripadé jsou tyto konstanty uréeny tzv. pocdtecnimi podminkami. Pro
dany okamzik (napf. pro ¢ = 0) musime pfitom zadat soufadnice a slozky rychlosti vSech
bodi tvoricich soustavu, coz da praveé 2s potiebnych vztahti. Pro soustavy o nekone¢ném
poctu stupnt volnosti, jako jsou pruzné télesa, tekutiny nebo pole, musime fesit parcialni
diferencidlni rovnice s tzv. okrajovgmi (hraniénimi) podminkami.

Reseni diferencialnich rovnic je obecné slozité zalezitost. Uvedeme si pouze dva jed-
noduché, ¢asto se vyskytujici piipady. Casto je mozno u diferencidlni rovnice provést tzv.
separaci proménnych. Méjme napriklad rovnici

dx
— = t M.12
= @) g (M.12)
kde f , g jsou zadané funkce. Tuto rovnici mdzeme uvést na tvar
d
ST = gt dt, (M.13)

kde se na levé strané rovnice vyskytuji pouze funkce proménné = a na pravé strané rovnice
funkce proménné t¢. Integraci obou stran rovnice muzeme dostat hledanou funkei z(t);
pritom nesmime zapomenout pric¢ist integra¢ni konstanty.

Jinym castym pripadem jsou linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty.
Uvazme napiiklad neznamou funkci ¢asu z(t), ktera ma spliiovat rovnici

asd + a1& + apxr = b(t). (M.14)

Tato rovnice je nehomogenni, nebot na pravé strané vystupuje zadand, znamé funkce
Casu b(t). V teorii diferencidlnich rovnic se dokazuje, Ze obecné feSeni takové rovnice je
souc¢tem obecného FeSeni x,(t) piislusné homogenni rovnice (kterd vznikne polozime-li
pravou stranu b(t) = 0) a partikularniho (zvlastniho) FeSeni xz,(t) ptavodni nehomogenni
rovnice. Pod obecnym feSenim rozumime feseni zavislé na (v daném piipadé dvou) inte-
gracnich konstantach, které musime nakonec urcit z pocatecnich podminek, partikularni
feSeni je libovolné konkretni feSeni splnujici ptivodni nehomogenni rovnici. Toto feSeni
musime prosté uhadnout; i na to ovsem existuji ovsem metody. Nékdy je to snadné; je-li
napiiklad funkce b(t) = by konstantni, bude hledané partikularni feSeni zfejmé rovno
zp(t) = by / ap, jak se lze presvédcit dosazenim. Vysledné obecné feseni nehomogenni
rovnice bude tedy

z(t) = zo(t) + zp(t) = C1 xo1(t) +C2 zo2(t) + xp(2). (M.15)

15



Reseni homogenni rovnice x,1, o2 hleddme ve tvaru funkce z(t) = e Po dosazeni
do homogenni rovnice a zkraceni (vzdy nenulovou) velicinou e dostaneme takzvanou
charakteristickou algebraickou rovnici

as a® + a1 a + ay = 0, (M.16)

kterou snadno vyresime. Mé obecné dva kofeny ay, ag, jimz odpovidaji dvé linedrné ne-
zavisla feSeni homogenni rovnice. Mame tedy

zo(t) = C1p e ® 4 0y 22 (M.17)

K tomuto feseni pficteme z,(t) a pak ur¢ime integra¢ni konstanty z poc¢ate¢nich podminek.

Pripomeneme nyni derivace a integraly nejcastéji pouzivanych elementarnich funkei:

funkce def. obor derivace funkce def. obor derivace
C (—o0, o0) 0 " (—o0, 00) "l
a® (—o0 0) a*Ina (a > 0) e’  (—o0, 0) e’
log, = (0, 00) 1 log, e (a,z > 0) Inz (0, o0) %
sin x (—o0, ) cos x cosx (—oo, o0) —sinx
tgr [z # (n+ 3)7] I cotgr  [r # nm] _sin12 -

Pii derivovani funkce z™ predpokladame pro x > 0 n redlné a pro z < 0 n celé. Pfipo-
menme jesté priblizné hodnoty cisla e = 2,71828... a log;ye = 0,43429... .

Kromé téchto funkci znamych ze stredni skoly se casto setkavame s funkcemi inverz-
nimi k funkcim trigonometrickym; jsou to takzvané funkce cyklometrické: arkussinus, ar-
kuskosinus, arkustangens a arkuskotangens. Protoze goniometrické funkce jsou periodické,
musime se pii definovani funkci k nim inverznich omezit na interval, kde je pfislusna go-
niometrickd funkce prostou. Hodnoty jednoznac¢né definovanych cyklometrickych funkci
nazyvame hlavnimi hodnotami (viz obr. M 2).

Mezi trigonometrickymi a exponencialnimi funkcemi plati dualezité vztahy

1x -1z 1x -1
cosr = % , sinz = % . (M.18)

Podobné lze definovat funkce hyperbolicke vztahy

T —x r _ inh. h
coshx = ﬁ, sinhz = u, tghr = S , cotghr = C_OS v ,
2 2 coshx sinhx
(M.19)
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obr. M 2

které nazyvame kosinus hyperbolicky, sinus hyperbolicky, tangens hyperbolicky a kotan-
gens hyperbolicky. Plati pro né vztah

cosh?z — sinh?2z = 1 (porovnejte s cos’z + sin?z = 1). (M.20)

K hyperbolickym funkcim lze opét definovat funkce inverzni, které nazyvame funkce
hyperbolometrické a nazyvame argument kosinu hyperbolického, atd. Tyto funkce maji
tésné vztahy k funkci logaritmické:
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argsinhr = In(z + Va2 + 1) pro —o0 < z < +00 (M.21)
argcoshr = In(z = Va2 — 1) = £ In(x + Va2 — 1) pro 1 < z < oo (M.22)

1 1
argtghr = 3 In T j z , pro —1<zx<1 (M.23)
1 1
argcotghr = 5 m 2 [ Ppro lz| > 1. (M.24)
x —_—

Pribéh funkei hyperbolickych a hyperbolometrickych je znazornén na obr. M 3 a M 4.
Uvedeme nyni tabulku derivaci cyklometrickych, hyperbolickych a hyperbolometric-
kych funkci:

y = arcsinxz, y = \/11_7 pro |z < 1 y = arccosz, y = - ﬁ pro |z| < 1
y = arctgr , y = ﬁ y = arccotgr , y = — ﬁ

y = sinhzx , y' = coshz y = coshzx , y' = sinhz

vy = tgh.’L’, yl - 0051112:B vy = COtgh[E, y/ - - sm1112:1:

y = argsinhz , vy = ﬁ y = argcoshx , oy = \/% prox > 1

y = argtghz , ¢ = ﬁ pro |z| < 1 y = argcotghr , 3y = ﬁ pro |z| > 1

Vsechny uvedené funkce, s nimiz jsme se zatim setkali, patii mezi tzv. funkce elemen-
tarni. Jsou tabelovany, jejich grafy a vlastnosti jsou dobie znamy. Pfi feseni nékterych
fyzikalnich tloh se mohou vyskytnout i dalsi funkce, které mezi elementarni nepatii; na-
zyvame je funkce specialni. Tak naptiklad pfi reseni nékterych pohybovych diferencial-
nich rovnic mizeme dospét k integralu, ktery nemiize byt vyjadien pomoci elementarnich
funkci. Piesto vSak povazujeme tlohu za vyfesenu a fikame, Ze jsme nalezli jeji feseni
”v kvadraturach”. Je-li totiz feseni dovedeno do tvaru integralu, mizeme tento integral
vzdy vyjadrit bud v podobé nékteré specidlni funkce, pfipadné ho rozvinout do konvergu-
jici fady a omezit se podle pozadované presnosti na nékolik prvnich ¢lenil anebo, jde-li o
urcity integral, spocitat jej numericky na pocitaci.

Neurcité integraly nékterych jednoduchych c¢asto se vyskytujicich funkci se nazyvaji
"tabulkové”. Patii k nim tyto integraly :
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obr. M 3

obr. M 4
19



zn+1

Ja" dx =5+ C (n#—1,pii z <0 piiroz. n) J% = Infz|+C (z#0)
Ja¥dz = £ +C (a>0) Jetdx = e+ C
[sinz dr = — cosz+C fcosx dx = sinz+ C
fsiﬁgx = —cotg x + C (z # nm) Coﬂigx = tgx—I—C(x;é%W—l—mr)
Jtgxdr = — In|cosz|+C Jcotg x dx = In|sinz|+ C
faziixwz:%arctgg—l—C':—%arccotg%—i-K fﬁzln(&?—i—m)—kC
| &% = sy |8+ C (2] # al) | 7% = gy n|5e + C (2| # |al)
f\/adffﬁ:arcsingjLC:—arccosijK(|a:|<|a|) f\/gfjfa?:ln|x—|—\/a:2—a2|+0(]:v|>|a|)
[sinhz do = coshz + C Jcoshz dr = sinhz +C

Sirfﬁéz = —cotgh 2+ C (z #0) fcoj}jgx = tghax+C

(C, K jsou libovolné konstanty).

Pri integrovani plati, Ze integral souctu je soucet integraltl a konstantni koeficient lze
vytknout pred integral:

/[f(a:) + g(z)] dz = /f(x) dx + /g(x) dx /cf(a;) dr = ¢ /f(:c) dx . (M.25)

vvvvvv

prejdeme od proménné z k nové proménné ¢:
v = et), dr = G dt, [ @) de = [ fle) ¢ dt. (M.26)

a metoda integrovdani per partes (po ¢astech) podle pravidla

[ 1@ @ de = 1(@) g(@) ~ [ 9@) @) da. (v.27)
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obr. M 5 obr. M 6 obr. M 7

2. Soutadnice ve fyzice

Fyzikalni pohyb musi byt popisovan vzhledem k néjaké vztazné soustaveé - tfem prosto-
rovym a jedné casové soufadnici. Uvazme napfed pohyb v roviné. V ni mizeme zvolit po-
catek O a dvé vzajemné kolmé osy kartézskych souradnic z, y (ndzev podle francouzského
matematika René Descarta, latinsky Cartesia). Na téchto osach pak vynasime kladné, resp.
zéporné soutfadnice bodi v roviné. Vzdélenost bodu A od pocéatku a vzdéalenost boda A, B
jsou podle Pythagorovy véty rovny (obr. M 5)

r=0A=\a2+y2, AB = \/(x2—21)+ (12— 01)?. (M.28)

Casto je vyhodné pouzivat misto kartézskych soutadnic poldrni souradnice. Jsou to
vzdélenost bodu od pocatku r» > 0 a polarni thel 0 < ¢ < 27, ktery odec¢itdme od dané
poloosy vychézejici z pocatku, napr. podél osy x, proti sméru hodinovych rucicek
(obr. M 6).

Mezi polarnimi a kartézskymi souradnicemi plati jednoduché prevodni vztahy

T =71 cosp, Yy =7rsinp; r o= /a2 +y?, tggoz%. (M.29)

P1i integrovani v roviné potfebujeme znat diferencidlni element plochy, tj. plosku, ktera
vznikne, dostanou-li soufadnice malé, diferencialni pfirtistky. V kartézskych a polarnich
soufadnicich jsou zfejmé tyto elementy (obr. M 7)

dsS = dx dy , dS = rdrdp. (M.30)
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obr. M 8 obr. M 9

Prejdeme nyni do prostoru. Opét zde mizeme zavést kartézskeé soutadnice x, y, z a urcit
vzdalenost dvou bodu jako

ro= \/(xQ — 1)+ (Y2 —y1)? + (22 — 21)2 . (M.31)

V trojrozmérném piipadé musime davat pozor na vzdjemnou orientaci os v poradi
x, Yy, z. Mame-li pravoto¢ivy sroub a budeme jim otacet od kladného sméru osy x nej-
kratsi cestou ke kladnému sméru osy y a bude-li se Sroub pfitom posunovat v kladném
sméru osy z, nazyvame takovou kartézskou soustavu pravotocivou. Zménime-li u pravo-
toc¢ivé kartézské soustavy smysl jedné nebo vSech tii os, dostaneme soustavu levotocivou.
Vsechny prostorové kartézské soustavyu se tedy rozpadaji na dvé velké skupiny, soustavy
pravotocivé a levotocivé, které nelze navzajem prevést pouhym posouvanim a natacenim
(obr. M 8). Abychom se vyhnuli moznym problémtm se znaménky riznych fyzikalnich
veli¢in, budeme soustavné pouzivat napriklad pravotocivé kartézské soustavy.

V ptipadech, kdy fyzikalni soustava vykazuje valcovou symetrii, je vhodnéjsi pouzivat
vdlcové neboli cylindrické soutadnice R, ¢, z. Je to vlastné kombinace polarnich soutrad-
nic R, ¢ v roviné kolmé k ose vélce a kartézské souradnice z ve sméru osy. Koneéné v
pripadé kulové symetrie jsou vhodné kulové neboli sférické soutadnice r, ¢, 6 (obr. M 9).
Souradnice r > 0 predstavuje vzdalenost bodu od pocatku, 0 < ¢ < 27 je polarni thel
v roviné z, y odeéitany od osy x a 0 < # < 7 thel ode¢itany od sméru osy z. Uhel ¢
je tedy vlastné zemépisnéd délka odecitand od nulového poledniku vychodnim smérem do
360° a 0 zemépisna sitka odecitana nikoli od rovniku ale od severniho pélu. Oznacime dale
vzdalenost projekce bodu do roviny z, y od pocatku jako R = r sinf. Pak dostavame
vztahy

x = Rcosp = rsinflcosp, y = Rsing = rsinfsing, 2z = r cosf (M.32)

Yy z
r=Ja24+y2+22, tgo =2, cosh = — . M.33
Y Y = 3 z? 4+ y? + 22 ( )
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obr. M 10 obr. M 11

Uvedeme jesté diferencialni element na valcové plose v cylindrickych souradnicich a na
kulové plose ve sférickych soutradnicich:

dS = Rdpdz, dS = r? sinf dpdd (M.34)
a diferencialni element objemu v kartézskych, cylindrickych a sférickych soufadnicich:

dV =dxdydz, dV = RdRdpdz, dV = rdf Rdpdr = r? sinf dr do df .
(M.35)

Ve fyzice je dulezité zkoumat, jak se méni matematické vyjadreni jednotlivych fyzikal-
nich veli¢in pfi transformacich soutadnic. Uvazme nyni kartézské soufadnice v prostoru
a provadéjme jejich transformace. Budeme pfitom uvazovat jen tzv. euklidovské trans-
formace, pfi nichz ztstavaji zachovany vzdalenosti mezi dvéma body a thly mezi dvéma
sméry. Jednou z moznych takovych transformaci je translace, rovnobézné posunuti vsech
tfi os do nového pocatku (obr. M 10). Je-li ¢ vektor spojujici ptivodni poc¢atek O a novy
pocatek O', dostdvdme mezi ptivodnimi soufadnicemi z, y, z a novymi soufadnicemi
2, oy, 2’ transformacni vztahy

¥ =x—0,, Y =y—o0y, 2 =z2—0,. (M.36)
Dalsim dtlezitym pripadem transformace soufadnic je rotace, pootoceni jedné kar-

tézské soustavé vici druhé, pridemz obé maji tyz poc¢atek O = O'. VSimneme si napied
pootoceni carkované soustavy viiéi necarkované kolem osy z o tthel . Z obr. M 11 snadno
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odvodime transformac¢ni vztahy

¥ = xcosp + ysing x = x'cosp — y'singp
y = — xsing + ycosp y = a'sinp + 1 cos. (M.37)
2=z z =2

Je-li kartézska soustava pravotociva (levotoéiva), bude i soustava vzniklad pootocenim
rovnéz pravotoiva (levotociva). Prechod od pravotocivé k levotocivé soustavé muzeme
dosahnout dalsi transformaci, kterou nazyvame inverze. Pfi ni se zméni znaménka vsech
t¥i soutadnic:

=z, Yy =-y, Z=-=z2. (M.38)

Ve fyzice misto oznaceni soufadnic z, ¥y, z Casto pouzivame zapisu x;, i = 1,2, 3, kde
r1 =T, xo = ¥y, T3 = 2. SouCasné pro zjednoduseni zapisu pouzivame tzv. Finsteinovo
sumacni pravidlo, podle kterého vyraz, v némz se objevuje néjaky index dvakrat, je tfeba
povazovat za sumu a s¢itat podle tohoto indexu od 1 do 3. Tak naptiklad z;x; = z121 +
Too + w373 = 2 + y% + 22 = r? se rovna &tverci vzdalenosti daného bodu od poé&atku.

Rotace v prostoru (kolem libovolné osy prochézejici poc¢atkem) a inverze tvori t¥idu
obecnyjch ortogondlnich transformaci, které zachovavaji vzdalenosti a kolmost (ortogona-
litu). Tyto transformace mtizeme zapsat pomoci transformacni matice a;; (je to vlastné
¢tvercova tabulka deviti ¢isel udanych indexy i, k):

3
T, = Zaik Tp = 04 Tk - (M.39)
k=1

Pro vyse uvedeny pfipad rotace soustavy kolem osy z je transformacni matice rovna

cosep singp 0
ajr, = | —sing cosp 0 | . (M.40)
0 0 1

Aby trasformace zachovavala vzdalenosti, musi platit pro transformac¢ni matici pod-
minka ortogonality. Pfirovname-li ¢tverec vzdalenosti bodu od pocatku v carkované a
necarkované soustavé, dostaneme podminku

12 ) 2
Y= I = 0TIy = G0GETTE = T = T (M.41)
(uvédomme si, Ze séitaci index, ktery se objevuje dvakrat, mizeme oznaéit libovolnym pis-
menem a mame-li soucin dvou rtiznych sum, musime volit pro kazdou z nich jiné oznaceni
s¢itaciho indexu).

Aby podminka ortogonality M.41 byla splnéna, musi pro matice cyy platit

Q5 QG = 5jk . (M.42)
Tzv. Kroneckeriv symbol ;; je definovan jako rovny jedné, jsou-li oba jeho indexy

stejné i = j, a nule, jsou li rtizné i # j. Predstavuje tedy diagondlni matici

100
8i; = 0 |. (M.43)
1

01
00
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Muzeme jesté zapsat obecné vyjadreni pro zpétnou transformaci, od ¢arkovanych sou-
fadnic k necarkovanym. Vynasobime-li transformacni vztah M.39 matici o;;, dostaneme

/

Oéij X,

i = yj g o = O T = T (M.44)

Pozménime-li oznadeni indexti (misto j napiSeme ¢ a misto i k), dostaneme
/
Ti = Qi Ty - (M.45)

Srovname-li tento transformac¢ni vztah s pfimou transformaci M.39, vidime, Zze ma-
tice zpétné transformace je vii¢i matici pfimé transformace transponovana (mé zaménéno
poradi indext, tj. fadky za sloupce a naopak).

3. Skalary, vektory a tenzory

7 matematického hlediska maji fyzikalni veli¢iny charakter skalari, vektort a tenzoru
druhého pifipadné vyssich fadd. Vektor miizeme pritom povazovat za tenzor prvniho fadu,
skalar za tenzor nultého fadu. Skaldry (od latinského scala, skdla) jsou dany cislem, vét-
Sinou redlnym, a jeho hodnota zavisi pouze na zvolené jednotce. Vektory v trirozmérném
eukleidovském prostoru predstavuji usporadané trojice Cisel, které muzZeme zapisovat po-
moci jediného indexu jako a;, i = 1,2,3.1. Tenzory druhého fadu zapisujeme pomoci dvou
indexti a; (predstavuji tedy ¢tvercovou matici), tenzory vyssich fadt maji pak tii a vice
indexu. Skalarem je tfeba hmotnost nebo elektricky naboj, vektorem rychlost, zrychleni,
sila apod., charakter tenzoru méa napf. moment setrvacnosti, mechanické napéti, elektro-
magnetické ¢i gravitacni pole aj.

Ve skutec¢nosti nejde pouze o to, kolika indexy je ta kterd veli¢ina popsana, kolik
m4 prvkl (soufadnic). Dtlezité je jakym zpiisobem se tyto soufadnice transformuji pfi
ortogonalnich transformacich soustavy soufadnic. Skalary, které nazyvame téz invarianty,
se pii transformacich soufadnic neméni: a’ = a. Vedle pravych skalart existuji také
pseudoskaldry, které pfi inverzi méni znaménko.

Pravé neboli polarni vektory maji souradnice, které se transformuji stejné jako sou-
fadnice bodti, tj. podle M.39:

a, = oy ay . (M.46)

)

P1i inverzi tedy soufadnice vektorii méni znaménko, smér vektoru se ovSem nemeéni. Exis-
tuji téz vektory nepravé neboli axidlni (pseudovektory), které pfi inverzi znaménko neméni.
Patii k nim naptiklad moment hybnosti, moment sily apod. Pravé pfi pocitani s pseudo-
vektory musime dbét, abychom pouzivali dtisledné pravotodivou soustavu soufadnic. 2

1V teorii relativity pFistupuje ¢tvrta soufadnice a indexy vektord v takovém &tyfrozmérném prostoru
oznacCujeme Feckymi pismeny, napt. a” nebo a,, 4 =0,1,2,3

ZSnadno se presvédéime, ze skalarni soudin dvou polarnich vektorii i dvou axidlnich vektort je skaldr,
skalarni soucin polarniho a axidlniho vektoru je pseudoskalér, vektorovy soucin dvou polarnich vektoru je
axidlni vektor (pseudovektor).
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Tenzory druhého fadu se transformuji jako souciny souradnic vektord. Jednou z moz-
nosti, jak ziskat tenzor je totiz vytvorit soucéin souradnic dvou vektort: a;; = b;c. Takovy
tenzor se pak bude transformovat podle pravidla

ay, = by ¢, = by ke, = agiag ajp - (M.47)

Vsimneme si nyni blize vlastnosti vektort. V matematice je vektor (ozna¢ime ho @)
zcela obecné definovan jako prvek mnoziny (vektorového prostoru), v niz je zavedena
operace s¢itani vektoru (soucet dvou vektoriu je opét prvkem této mnoziny) a nasobeni
vektoru ¢islem (vysledny vektor je opét prvkem mnoziny). Pro tyto operace pak musi
platit komutativni, asociativni a distributivni zakony:

-,

A+b=b+d, a+((b+3)=(@+b+¢ oBa)=(ap)d,

-,

(a+p) d=ai+pd, o(d+b)=ai+ ab,

musi byt definovan nulovy vektor 0 takovy, Ze
i+0=a, 0da=0, a0=0

(rovnost ad = 0 nastane pravé tehdy, kdyz a = 0 nebo @ = 6), dale ke kazdému vektoru
opacny vektor —a tak, aby

i+ (—d)=0, b+ (-@)=b—a=% =b=a+, - (ad)=(—a)di= (-0

(tim je vlastné definovano odeciténi vektori) a pii nasobeni ¢islem 1 musi vektor zistat
beze zmény: 1d = d.

Takto definovany vektorovy prostor mize byt tvofen nejriznéjsimi objekty - funkcemi,
mnohocleny, usporadanymi n-ticemi ¢isel apod. Omezime se na usporadané trojice real-
nych ¢&isel; tato ¢isla budeme nazyvat kartézské souradnice vektort: @ = (a1, ag, ag). Dva
vektory budeme povazovat za totozné, budou-li si jejich odpovidajici kartézské souradnice
rovny. 3

Soucet dvou vektort a soucin vektoru a c¢isla zavedeme vztahy

@+ b= (a1 + b1, ag + be, ag+b3), ad = (aay, aaz, aas), (M.48)

nulovy vektor jako 0 = (0, 0, 0) a vektor opatny k @ jako —@ = (—a1, — ag, — as).
Snadno ovéfime, Ze budou splnény vyse uvedené pozadavky na vektorovy prostor.

Takto zavedeny vektorovy prostor ma pfimy vztah k bodim trojrozmérného euklei-
dovského prostoru a ma nézornou geometrickou interpretaci. Tyto vektory mizeme chépat
jako uspofadané dvojice bodu (”sipky”) AB a soufadnice vektoru jako rozdily kartézskych
soutadnic téchto bodi. Vztahy mezi vektory pak mtzeme vyjadifovat jak v soufadnicové
podobé tak geometricky, pri cemz geometrické vyjadreni je obecnéjsi, neni zavislé na druhu
zvolenych soutadnic. Tak s¢itani dvou vektori a nasobeni vektoru ¢islem miizeme nazorné
geometricky definovat pomoci pravidla rovnobézniku a ndsobenim tsecky (obr. M 12). Z

3Jde tedy o tzv. vektory volné, jejichz poéateéni bod miizeme umistit v libovolném bodé. Vedle toho
zndme vektory véazané, které maji poc¢ateéni bod (pilisobisté) vdzano na uréity bod a vektory klouzavé,
které je mozno libovolné pfemistovat podél jejich vektorové primky.
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obr. M 12

obr. M 13

asociativnosti s¢itani vektorti téz plyne, ze pfi scitdni vice vektorti mtizeme postupné pri-
kladat zacatek dalsiho vektoru ke konci predchéazejiciho a najit vysledny vektor spojenim
pocatku prvniho a konce posledniho (obr. M 13a). Z pravidla o s¢itani vektort také snadno
najdeme rozdil vektora (obr. M 13b).

Snadno se presvédcéime, Ze délka tisecky reprezentujici vektor, tj. podle Pythagorovy

véty veli¢ina
a =g = \/a?+add+a3 = Vaa; (M.49)

zustava invariantni, neménné pri transformaci soufadnic vektoru M.46. Tak mizeme vek-
toru prifadit invariant (skalar) M.49 nazyvany délka, velikost, absolutni hodnota, norma
nebo modul vektoru. Vektor o délce rovné 1 nazveme jednotkovy. Zavedeme-li ortonormalni
vektory kartézské béaze (orty), tj. jednotkové vektory ve sméru kartézskych os soutradnic,
oznacované Ty, Jo, Zo nebo také 7,7, k, o soufadnicich i = (1,0,0), j = (0,1,0), k=
(0,0,1) muzeme kazdy vektor vyjadrit jako soucet

@ = (a1,a9,a3) = a1i+ag) +ask = @ +dy+ads, (M.50)

tj. rozlozit jej do slozek @y, da, ds podél kartézskych os. Takzvany polohovy vektor (ne-
pékné "radiusvektor”) daného bodu A spojuje pocatek soustavy soufadnic s timto bodem
a mé tedy soufadnice 7= (z,v, 2), kde =, y, z jsou zaroven soufadnice bodu A.
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obr. M 14

Eukleidovsky trojrozmérny vektorovy prostor je specialni typ vektorového prostoru, ve
kterém mutzeme kromé s¢itani vektorti a nasobeni vektoru cislem zavést dalsi vektorové
operace, skalarni a vektorové nasobeni vektort (nikoli déleni).

Skaldrni soucin dvou vektort &, b je definovan jako cislo

@-b=ab cosy, (M.51)

kde a, b jsou velikosti obou vektord a v thel mezi nimi (obr. M 14a).
Odtud plyne, Ze je-li @ - b= 0, musi byt bud jeden z vektoru nulovy nebo mu51 byt oba
Vektory Vzajemne kolmé. Pro vektory i, j, k zfejmé plati i1= 77 = k-k= 1, & ] =
k= J- k= 0. Vyjadiime-li nyni vektory a, b ve tvaru M.50 a skalarné vynéasobime,
dostaneme pro skalarni soucin souradnicové vyjadieni

a-b = a1by + asbs + agbs = a;b; . (M.52)

Je vidét, ze absolutni velikost vektoru muzeme vyjadrit téz jako a = v/a - d. Snadno se
presvédcime, zZe pro skalarni soucin plati komutativni a asociativni vztahy

i-b="b-d, a@hb = (ad)b, a (b+é =a-b+a-c, (M.53)
ale obecné @(b - ) # (@ - b)é I\,
Vektorovy soucin dvou vektoru je definovan jako vektor

ixb =2, kde ¢ = ab siny (M.54)

a jeho smér je kolmy k obéma vektorim &, b. Smysl vektorového sou¢inu uréime tak, Ze se
budeme pohybovat od vektoru a k vektoru b kratsi cestou (tj. pro 0 < v < m) a vektor ¢ pak
bude mifit ve sméru pohybu pravotocivého Sroubu (pouzivame-li pravotocivou soustavu
soufadnic!) (obr. M 14b) .V levotoéivé soustavé bude mit smér opacny a vektorovy soudin
dvou pravych vektoru je tedy pseudovektor. Velikost vektorového soucinu je zfejmé rovna
obsahu rovnobézniku vytvofeného z vektort @, b. Je-li @ x b = 0, musi byt bud jeden z
vektorit nulovy nebo oba vektory rovnobé&zné. Proto také @ x @ = 0.
Na rozdil od skaldrniho soucinu je vektorovy soucin antikomutativni:

—

d=bxd=basin2r—7) = -axb = —¢. (M.55)
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Provektoryz ],k‘platlzxz ;x_' Exg—ﬁ Zx; E,j E:“,Ex?:
j, JX i= —k k x ] = —i, i X k= —] Vyjadrlme— li vektory @, b ve slozkach podle
M.50 a vektorové vynasobime, dostaneme

a x g = ( a2b3 — agbg, a3b1 — albg, a1b2 — a2b1 ) . (M56)

Vektorovy souc¢in M.56 mizeme také zapsat ve formé vektorového determinantu

- - —

. i j k
axb = ap az as|- (M57)
by by b3

Zavedeme-li Levi-Civitiiv symbol €;5, rovny nule, jsou-li kterékoli dva jeho indexy
stejné, rovny jedné, jsou-li vSechny tii indexy rtizné a tvoii sudou permutaci ¢isel 1, 2,
3 a rovny minus jedné, tvori-li tyto indexy lichou permutaci, mtizeme vektorovy soucin
zapsat v elegantnim tvaru

Ci = Eijk aj bk . (M58)

Pres indexy j a k se ovSem scita, vyraz M.58 udava i—tou slozku vektorového soucinu.
Pro vektorovy soucin plati vztahy

— —.

ixb=—bxa, a(@xb) = (a@)xb, ax(b+d) = axb+axe. (M59)

Obecné oviem @ x (b x &) # (@ x b) x & !I.
Smiseny soucin t¥i vektoru d, b, ¢ definujeme jako skalar
(@xb)-& = |axb||e cosy, (M.60)

kdey je thel, ktery svira vektor & s kolmici k roving @, b (viz obr. M 15). Z obrézku je
zfejmy nazorny geometricky vyznam smiSeného soucinu t¥{ vektort. Je-li 0 < v < 7/2, tj
lezi-li vektor ¢ v témz poloprostoru jako vektorovy soucin a x 5, predstavuje smiseny soucin
objem rovnobéznosténu vytvoreného vektory a, l;, ¢ Je-li v = m/2, tj. lezi-li vSechny t¥i
vektory v jedné roviné, je smiSeny soucin nulovy. Je-li 7/2 < v < 7, bude mit smiSeny
soucin zaporné znaménko.

Vzhledem ke svému geometrickému vyznamu nemuze smiseny soucin zalezet na tom,
které dva vektory nasobime vektorové, pokud dodrzime potfadi vSech tii vektord, resp.
jejich sudou permutaci. Plati tedy

(@xb)-¢=(bxd)-a=(Cxa)b. (M.61)

Protoze skalarni soucin je komutativni, nemusime oznaceni soucinti uvadét a mizeme
smiseny soucin psat jen jako @ b €. Zméni-li se poradi dvou sousednich vektort, zméni
smiseny soucin znaménko. SmiSeny soucin muizeme spoditat jako determinant

- - -

. 2 j k . . . a]p ag as
abé =|a; ay a3zl (cii+coj+csk) =|b1 by b3 |. (M.62)
b1 bg b3 C1 (&) C3

Nakonec jesté uvedeme nékteré uzitecné vzorce vektorové algebry. Je to predevsim
vzorec pro dvojity vektorovy soucin znamy jako formule ”bac minus cab”:

x(Exd) =b(@@e —e@-b. (M.63)
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obr. M 15

Nékdy se hodi i vzorce

-,

(@xb)-(Exd) = (@& (b-d) — (@-d (b-é) (M.64)

(tzv. Lagrangeova identita), a dale
(@xb)x (@xd) =[a-bxd)é— [@-bxd)]d (M.65)
Axbx(@xd)] = (@xa (b-d) — (@xd) (b-0). (M.66)

Kratce o nékterych vlastnostech tenzorid. V trojrozmérném eukleidovském prostoru ma
tenzor druhého fadu obecné devét prvkid, souradnic:

T11 T2 Tis
Tig = | T21 To2 Tos |- (M.67)
T31 T30 133

Dtlezitym priikladem tenzoru druhého fadu je Kroneckertv symbol §;, M.43. Je to
diagonalni tenzor (mé nenulové souradnice pouze na diagonale matice) a ma tu vlastnost,
Ze je invariantni (izotropni). Pfi pfechodu od jedné kartézské soustavy souradnic k druhé
se jeho tvar neméni. Z tenzort tfetiho fadu jsme poznali Levi-Civitiiv symbol €;;3, ktery
je rovnéz invariantni, avSak pfi inverzi méni znaménko. Je to tedy pseudotenzor.

Také pro tenzory muzeme definovat fadu algebraickych operaci, jako s¢itani T;, =
Ti(kl ) + TZ(kZ) (soucet tenzort je tenzor tvoreny soucty odpovidajicich soufadnic) a nasobeni
Cislem T3, = aTi(kl) (¢islem néasobime vSechny soufadnice tenzoru). Ndsobenim tenzoru
n-tého fadu a tenzoru m-tého fadu vznikd obecné tenzor (n+m)-tého fadu: iUk, =
Vijkim- Naproti tomu je mozZno provadét i operaci wuzZeni tenzoru, s¢itame-li pres nékteré
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dvojice jeho indext. Tim vznikaji tenzory nizsich fad. ZuzZenim tenzoru tietiho radu
dostaneme vektor, zzenim tenzoru druhého fadu skalar:

Tiik = ar, T = Sp T = a. (M.68)

(dvakrat se opakujici index je séitaci a ve vysledku se jiz neobjevuje). Suma Tj; je vlastné
soucet diagonalnich prvki tenzoru a nazyva se stopa tenzoru. Oznacujeme ji symbolem
Sp (z némeckého Spur) nebo Tr (z anglického trace). Stopa tenzoru je tedy invariant,
neméni se pti transformaci souradnic.

Lze rozlisit tenzory symetrické, u nichz S;; = Sk; a tenzory antisymetrické pro néz
plati A;;. = —Ay;. Vlastnost symetrie nebo antisymetrie je invariantni, tenzor zlstavéa
symetrickym (antisymetrickym) i pfi transformacich soufadnic. Symetricky tenzor druhého
fadu méa obecné Sest nezavislych, nenulovych prvkd - tii diagonalni a tfi nediagonalni.
Antisymetricky tenzor druhého fadu musi mit na diagonale prvky nulové a ma tedy jen
tFi nezavislé prvky. Takovy tenzor miZzeme odvodit z prvki axidlniho vektoru (ai, ag, as)
jako

0 as —ag
Aik = —asg 0 ai . (M69)
a9 —ai 0

Rik4 se mu tenzor dudlni k axidlnimu vektoru. Piikladem antisymetrického tenzoru
tfetiho fadu je tenzor Levi-Civittv; ma celkem 27 prvkd, z toho 21 nul, 3krat 1 a 3krat
-1. Kazdy tenzor lze jednozna¢né vyjadrit jako soucet symetrického a antisymetrického
tenzoru:

1 1
Ty, = 3 (Tit, + Thi) + 3 (Tik — Tri) = Sik + Ai, - (M.70)

Ve fyzice se Casto setkavame se symetrickymi tenzory. Maji dilezitou vlastnost: Kazdy
symetricky nenulovy tenzor lze vhodnou ortogondlni transformact diagonalizovat, tj. vhod-
nou volbou soutfadnych os prevést na diagonalni tvar

A0 0
Sk =10 X 0 [. (M.71)
0 0 X

Cislim ); se ¥ika hlavni hodnoty tenzoru a osam soufadnic, v nichz m4 tenzor diagonlni
tvar, hlavni osy souradnic. Z prvki symetrického tenzoru druhého radu jako koeficienti
muZeme sestavit rovnici symetrické kvadratické plochy (kvadriky):

Sz + 522y2 + Ss322 + 2812wy + 2S23yz + 2513202 = sgn(|Sik|) ; (M.72)

svislymi ¢arami je zde oznacen determinant matice.
Také rovnici kvadriky lze jak zndmo vhodnou volbou soufadnic pifevést na kanonicky

tvar
/\1%‘2 + )\2y2 + A32’2 = Sgn()\l)\QA?)) . (M73)

Symetricky tenzor lze tedy nazorné geometricky interpretovat pomoci symetrickych kvad-
rik, k nimz patii elipsoid, jednodilny hyperboloid a dvojdilny hyperboloid. Jsou-li hlavni
prvky tenzoru kladné, pfipada v tavahu pouze elipsoid.
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Je-li zadan symetricky tenzor Sz, najdeme jeho hlavni prvky feSenim tzv. sekuldrni

rovnice
Sii—XA  Si2 S13
Sia Ssa—A Sy | = N4+ AN -BAX+C =0. (M.74)

S13 Soz Szz— A
Je to algebraickd rovnice tfetiho stupné pro nezndmou A (vyraz na levé strané je deter-
minant, ktery ¢tenaf jisté umi rozvinout) a ta ndm da pravé tii kofeny, hledané hlavni
hodnoty tenzoru. Koeficienty A, B, C jsou invarianty tenzoru, nezavisi na soustavé sou-
fadnic a maji hodnoty

A= XAN+X+A3 = S11+ S22+ S33 = Si; = SpSik

S11 Sz S22 Sa3 S11 Si3
B = M)\ Ao A3\ =
142+ A2A3 + A3 S12 Sa2 Saz  S33 S13 S33
C = Mhads = |Sil - (M.75)

Symetricky tenzor ma tedy tii invarianty: stopu, soucet hlavnich minort a determinant
prislusejici matici tenzoru.
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4. Kuzelosecky a kvadriky

Kuzelosecky jsou rovinné krivky, které vzniknou jako priise¢nice roviny dvojitou kuze-
lovou plochou; tento zptisob vytvareni kuzelosecek znal a jejich vlastnosti podrobné popsal
jiz starofecky matematik Apollonios z Pergy. Analyticky muZeme zapsat obecnou rovnici
kuzelosecky v kartézskych soutradnicich jako

a11x2 + 2a107y + a22y2 + 2a137 + 2a903y +as3 = 0. (M.76)

Zavedeme diskriminant kuZeloseCky A a diskriminant kvadratickych ¢lent kuzelosecky &
jako
a1l a2 ais

ail a2
A = |ap axp a 0 =

M.77
aiz a2 ( )

a13 az3 ass

Je-li A = 0, dostavame nevlastni (degenerované) kuzelosecky, které predstavuji rizné
dvojice pfimek, riznobéznych, rovnobéznych ¢i splyvajicich. Pro A # 0 mame kuzelosecky
vlastni. Je-li 6 # 0 jsou to kuzelosecky stiedové, stfedové symetrické: elipsa (6 > 0) a
hyperbola (§ < 0). Je-li 6 = 0, mame parabolu.

Elipsu mizeme definovat jako mnozinu boda v roviné, které maji tyz soucet vzdalenosti
od dvou danych bodti, ohnisek. Zvolime-li osy soufadnic v osach symetrie elipsy, dostaneme
rovnici elipsy v kartézskych soutadnicich

=+ 5 =1. (M.78)

Konstanty a, b jsou velkd a mala poloosa elipsy.

Hyperbolu mtzeme definovat jako mnozinu bodi v roviné, které maji tyz rozdil vzdale-
nosti od dvou danych bodti, ohnisek. Zvolime-li osy soufadnic v osadch symetrie hyperboly,
dostaneme rovnici hyperboly v kartézskych soutednicich

L q. (M.79)

Konstanty a, b jsou velkd a mald poloosa hyperboly.

Parabolu miizeme definovat jako mnozinu bodi v roviné, které maji stejnou vzdalenost
od daného bodu (ohnisko, fokus) a dané primky (¥idici pfimka, direktrisa). Zvolime-li osy
soutadnic v osach symetrie paraboly, dostaneme rovnici paraboly v kartézskych souiadni-
cich

v> —2px = 0. (M.80)

Konstanta p se nazyva parametr paraboly a je rovna vzdalenosti ohniska od fidici pfimky.
Ve fyzice je nékdy vyhodnéjsi popisovat kuzelosecku nikoli v kartézskych, ale v po-
larnich soufadnicich. K odvozeni rovnice kuzelosecky v polarnich souradnicich vyjdeme z
obecné definice, podle niz je kuZelosecka rovinna krivka, jejiz body maji konstantni podil
vzdalenosti od ohniska (r) a od fidici ptimky (I) (viz obr. M 16):
r

7=¢= konst . (M.81)
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obr. M 16

Tento podil se nazyva excentricitou e kuzelosecky a podle ni mizeme kuzelosecky klasifi-
kovat nasledujicim zptisobem :

e=0 — kruznice

0<e<l1 — elipsa (ktivka 1)
e=1 - parabola (kfivka 2)
e>1 - blizsi vétev hyperboly (ktivka 3)

Pocatek polarni soustavy soutadnic zvolime v ohnisku F' a polarni osu o ve sméru k
nejblizsimu bodu kuzelosecky A,, ktery nazveme perihelium. Uhel ¢ budeme odecitat od
této osy proti sméru ruéicek hodin (obr. M 16). Bod A na obrazku oznacuje obecny bod
kuzelosecky se vzdalenostmi r k ohnisku a [ k fidici pfimce, bod P odpovida polarnimu
thlu ¢ = /2, jeho vzdélenost k ohnisku je rovna p a k Fidici pfimce p’. Délku p nazveme
parametr kuzelosecky. Bod A’ je pata kolmice spusténé z bodu A na polarni osu, bod D
prusecik polarni osy s fidici pfimkou. Nyni jiz snadno zapiSeme polarni rovnici kuzelosecky.
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Z M.81 mame pro bod P p/p’ =p/FD = e a pro obecny bod A

l:FD—FA’:B—rcoscp,
e
a tedy
Pt ye Cosp . (M.82)
,

Podle hodnoty excentricity popisuje tato rovnice kruznici, elipsu, parabolu a blizsi vétev
hyperboly.
Musi platit p/r > 0. Pro e > 1 této podmince vyhovi i rovnice

Do 14 e cosp. (M.83)
,

Snadno ovérime, Ze tato rovnice popisuje druhou, od ohniska F' vzdalenéjsi vétev hy-
perboly (kfivka 4 na obr. M 16).

Vyjadiime nyni nékteré vlastnosti jednotlivych druht kuzelosecek. Pro excentricitu
e < 1 dostavame elipsu, jejiz zvlastnim piipadem je kruznice. Elipsa je kuzelosecka finitni,
vSechny jeji body lezi v koneénu. Na obr. M 16 je oznaceno i druhé ohnisko elipsy F’ a bod
elipsy nejvzdalenéjsi od ohniska F, A,, ktery nazveme afelium. 4 Vzdélenosti perihelia a
afelia od ohniska F' oznacime 7, a 'maqz. Elipsa je stfedova a osoveé symetricka kuzelosecka
se stfedem S; jeji velkou a malou poloosu oznacujeme a a b.
Z obr. M 16 a rovnice M.82 nyni ur¢ime vzdélenost perihelia (odpovidéa thlu ¢ = 0) a
afelia (¢ = 7):
p p

Tmazx

1+e T 1-¢

Odtud velké poloosa elipsy

Tmin + Tmax _ p
2 1—e2’

a = (M.85)

Malou poloosu musime urc¢it pomoci Pythagorovy véty z trojihelnika SF As na obrazku,
vnémz SA; =b, SF =a—rmin =ae, FA;=(SF+FD)e=ae?+p=a.Proto

b=Val—a2e =avi-e = L. (M.86)

1—e2
Pro parabolu urc¢ime vzdalenost k periheliu jako
p
T'min = 5 y (M87)
pro blizsi a vzdalenéjsi vétev hyperboly
Tmink = P _ ale—1),  Tminw = P _ ale+1). (M.88)
1+4+e e—1

*Nézvy perihelium a afelium jsou odvozeny z astronomickych nazvii pro nejblizsi a nejvétsi vzdalenost
planety od Slunce. Nékdy se fika téz perihel a afel. Studujeme-li obéh Mésice nebo umélé druzice kolem
Zemé, pouzivime nazviu perigeum a apogeum, u obéhu kolem hvézdy nazvi periastrum a apoastrum.
Obecné bychom mohli zavést nazvy pericentrum a apocentrum.
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obr. M 17

Odtud pro poloosy hyperboly mame

(M.89)

Na rozdil od paraboly mé hyperbola asymptoty a;, a2 o rovnicich y = ig x.

Prejdeme-li do prostoru, mtézeme zapsat obecnou rovnici kvadratické plochy, kvadriky
v kartézskych souradnicich:

a11x2+a22y2+a3322+2a12:1:y+2a23yz+2a13x2+2a14$+2a24y+2a34z—|—a44 =0. (MQO)

Klasifikaci pripadu této rovnice mizeme opét rozlisit rtizné kvadriky, jednak stredové,
k nimz patii koule, elipsoid, jednodilny a dvojdilny hyperboloid (a také dvojita kuzelova
plocha), jednak nestfedové, k nimz patii elipticky paraboloid a hyperbolicky paraboloid (a
také ruzné valcové plochy). Zvolime-li kartézské osy v osach symetrie kvadriky, dostaneme
rovnice kvadrik v nasledujicich kanonickych tvarech:

Pro trojosy elipsoid mame

562 y2 02

22
Zvlastnimi pripady obecného trojosého elipsoidu jsou elipsoidy rotac¢ni, které maji dveé
poloosy stejné (napi. a = b). Je-li pfitom tfeti poloosa ¢ mensi, vznikne zplostély rotacéni
elipsoid, (obr. M 17a), je-li vétsi, vznikne protahly rotacni elipsoid (obr. M 17b). Jsou-li
vSechny tii poloosy stejné, prejde elipsoid v kulovou plochu.
Pro jednodilny a dvojdilny hyperboloid dostavame rovnice

a2

2 2 2
T Y z
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obr. M 18 obr. M 19

obr. M 20 obr. M 21
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Tyto hyperboloidy jsou na obr. M 18 a M 19.
K nestfedovym kvadrikdm patii elipticky a hyperbolicky paraboloid. Tyto plochy maji

rovnice ) )
T 1Y% _9,, (M.93)

p q
Elipticky paraboloid (obr. M 20) piechézi pfi p = ¢ ve znamy paraboloid rota¢ni. Hyper-
bolicky paraboloid je na obr. M 21. Lze dokézat, ze jednodilny hyperboloid a hyperbolicky
paraboloid lze vytvorit soustavou povrchovych primek.

Piiklady

1. Pomoci rozmeérové analyzy se pokuste "uhadnout” vzorec pro drahu télesa pii volném
padu.

2.Vypocitejte povrch a objem koule ve sférickych soufadnicich.
3.0véite, ze transformadcni matice rotace kolem osy z je ortogonalni, tj. ze pro
cose sinp 0
Qi = —singp cosp 0
0 0 1
plati ajour = djk, |our| = 1.
4. Rozepiste nebo vypociejte vyrazy ajix;, 0xTr, Q1xTk, i, 0ij0ij, Eijkijk-
5. Urcete |i 4 2], |7 —3k|, |20—37], [i+7]— 2k
[V5, V10, V13, V6]

-, — — -, -

6. Urcete i x (J+ k), @ x (i+]), i - (+k), 7x (i+Fk).

oo e T 427
7. Vypocitejte |i — “=2|.

8. Vypocitejte |a — %L je-lia =1, b= 2 a vektory @,b sviraji thel 7/3.

38



2v/3/3]

9. Urcete |2m — 71|, jsou-li m, 7 jednotkové vektory, které sviraji thel 7 /4.

/5 - 2v2)

10. Dokaite, ze vektor @ je kolmy k vektoru b, plati-li |@ + b| = |@ — b).

11. Uréete (@ x b)? + (@ - b)%.

[a%b?]

-,

12. Upravte (d + b) x (@ — ).

[2b x @]

13. Upravte i x (i +j + k) + ( + k) x (i — 27).
[2i]

— —. — —.

14. Které z téchto virazi jsou stejné: a@(b- &), (a-b)e, (¢-a)b, (@-b, (-b)a?

ST

15. Urcete k vektoru @ = (1,3, 5) vektor jednotkovy.
[(1/v/35, 3/v/35, 5//35]

-

16. Uréete jednotkovy vektor ve sméru @ — b, kde @ = (3,2,0), b=(2,1,1).

[%(la la _1)]

17. Uréete jednotkovy vektor ve sméru @ + b, kde @ = (3,3,1), b= (1,-3,2).

[5(4,0,3)]

18. Najdéte jednotkovy vektor kolmy k roviné uréené vektory a = 2 — 2;—# 4]2,
b=i+j

(2] + k)/V5]

— -

19.Uréetec_i><l;, kde 6:22—;', b=2j+k.

[4k — 27 — 1]

- —

20. Uréete @-b, kde a=i+7j, b=2i+j — k.

<y
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21. Urcete jednotkovy vektor ve sméru vyslednice vektort @ = 2 + j—l— /2,
b=i—2j+2k, ¢=-2i+j—k.

(7 + 2k) / V5]
22. Je dén soucet a rozdil dvou vektort: @ + b = (4,2,1), d-— b= (2,3,1). Urcete
vektory @, b a thel mezi vektory @, (@ -+ b).
(3, 2.5, 1), (1, —0.5, 0), cosp =0,974]
23. Pomoci vektorového soucinu urcete plochu trojuhelnika s vrcholy
A(2,3,5), B(4,2,-1), C(3,6,4).
[vV426/2 ~ 10, 3]
24. Urcete objem rovnobéznosténu, jehoZ strany jsou dany vektory a = i+ 25,
b=4j5, c=j+ 3k.
[12]
25. Pomoci skaldrniho soucinu vektor® urcete thly, které sviraji télesové thlopficky
krychle.

(700 30/,  109° 30/]

26. Pomoci vektorového poc¢tu dokazte kosinovou vétu (stranu ¢ vyjadfete pomoci

-,

rozdilu vektort ¢ = a@ — b) a sinovou vétu (uvédomte si, Ze pro vektory stran trojahelnika
plati @ + b+ ¢ = 0 a pouzijte vlastnosti vektorového soucinu).

27. Najdéte slozky vektoru @ do sméru daného jednotkovym vektorem 7 a do sméru
kolmého.

28. Jsou dany vektory @ = i+ j, b = 2 —3j+k, & = 4j — 3k. Vypoditejte

-,

(@xb)xé dax(bxa).

[(23,3,4), (8,—8,1)]

29. Dokazte vétu ”bac minus cab”.

30. Kolik nezavislych prvkti ma obecny symetricky tenzor ctvrtého fadu?
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