. KINEMATIKA CASTICE

1.1 Kinematicky popis pohybu c¢astice

Nejjednodussi fyzikalni soustava je jeden hmotny bod, ktery se pohybuje v prostoru a
case. Pojem hmotny bod je ovSem abstrakce, model, kterym nahrazujeme realnou c¢astici.
Vyjadfujeme jim, ze odhlizime od tvaru a rozméra ¢astice, povazujeme ji za bodovou, a
kromé jeji geometrické polohy v daném okamziku ji pripisujeme pouze jedinou fyzikalni
vlastnost, hmotnost. V tomto smyslu budeme v mechanice ¢asto misto hmotného bodu
hovorit prosté o ¢astici.

V kinematice se zajimadme pouze o priibéh pohybu ¢astice v prostoru a case a nepéat-
rame po pfi¢inach tohoto pohybu a jeho zmén. Predpokladame, ze ¢astice se pohybuje po
spojité ktivce, trajektorii, a snazime se urcit jednak tvar této trajektorie a zdkon pohybu
po ni, tj. polohu &astice na trajektorii v zavislosti na ¢ase. ! Spojita kiivka mé v kazdém
bodé teénu a muZeme zavést pojem okamzité rychlosti ¢astice mifici ve sméru této teCny.

Predpoklddejme nejprve, ze trajektorie castice je zadana. Pak mutizeme od zvoleného
bodu na trajektorii a zvoleného okamziku méfit drahu Gastice s(t), tedy délku kiivky,
kterou éastice za ur¢itou dobu prosla (obr. 1.1). V okamziku ¢ je éastice v bodé daném
proslou drédhou s, v okamziku ¢t + At v bodé s + As. Dréha s tu vlastné predstavuje
parametr udéavajici polohu bodu na kfivce; timto zpiisobem popisujeme napiiklad pohyb
automobilu na dalnici a udavame na kterém je pravé kilometru.

Pritom miZeme zavést stredni rychlost ¢astice v intervalu At

As

<v>= — 1.1
v At ? ( )
okamzitou rychlost ¢astice v okamziku ¢
As ds
t) = lim — = — = 1.2
0= Amar T w T (1:2)
a okamzité zrychleni
Av dv d’s
t — 1' — = —— = — = ) = ”_ 13
o) = T e T (13)

Takto zavedené rychlost a zrychleni jsou skalarni funkce ¢asu a udavaji pouze jak se méni

draha a rychlost pfi pohybu po zadané trajektorii, ve sméru tecny k této trajektorii.
Obecné vsak musime udat polohu castice v prostoru vzhledem k néjaké vztazné sou-

stavé. Tato soustava, napriklad kartézska, je spojena s néjakym tuhym télesem a doplnéna

!Pfedstava o pohybu &stice po trajektorii jako po spojité kiivce vyplyvé z nasi smyslové zkuSenosti.
Ukazuje se, ze v mikrosvété tato predstava neodpovida skutecnosti a pojem trajektorie tam ztraci smysl.
Céstice se v mikrosvété pohybuje podle zékont kvantové mechaniky a v daném okamziku neni mozné
soucasné presné stanovit jeji polohu a rychlost.

39



obr.1.1 obr.1.2

hodinami umisténymi naptiklad v pocatku. V mistnosti mohou jako kartézské osy slouzit
prusecnice stén a podlahy. Potom udavame t¥i kartézské soutradnice Cédstice jako funkce
casu:

z=uxz(t), y=ylt), z==z(@t). (1.4)
Soustava t¥i rovnic (?7?) pfedstavuje parametrické vyjadfeni tvaru trajektorie. Rovnici tra-
jektorie v kartézskych soufadnicich dostaneme, vylou¢ime-li z rovnic (?7?) ¢as. Parametrem
pohybu muze byt ovSem i draha: z = z(s), y = y(s), z = z(s). Pfitom s = s[z(t), y(t), z(t)]
vystupuje jako slozend funkce ¢asu. Vyse zavedena skalarni rychlost bude

v(t)—$—$i+;jy+$é. (1.5)

Zname-li kartézské souradnice ¢astice jeko funkce ¢asu, mizeme ¢astici prifadit polo-

hovy vektor 7 = [x(t), y(t), z(t)] vychazejici z po¢atku soustavy soufadnic a mifici do

bodu, v némz se c¢astice pravé nachazi. Potom definujeme rychlost ¢astice jako wektor,

ktery méa velikost rovnou v a smér teény k trajektorii. Oznacime-li jednotkovy vektor ve
smeéru teény v daném bodé jako 7, muZzeme psat

ds

— 7. 1.6
i (1.6)
Zavedeme-li dale derivovani vektorovych funkci podobné jako u skalarnich funkci, dosta-
neme

i(t) = v T =

= — 1.7
A T A A A (L)
Z obr. 1.2 je vidét, ze pii At — 0 se velikost vektoru |A7] blizi délce oblouku As a jeho
smeér sméru tecny v bodé 7. To souhlasi s definici vektoru rychlosti, jak jsme ji vyse zavedli.
Mame tedy

ar . Tt AY) —F(t) . A7 <dx dy dz)
dt o\ dt’ dt’ dt

dr

T = (g, vy, vz) = il (z, 9y, 2) . (1.8)
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obr. 1.3 obr. 1.4

Dale definujeme vektor zrychleni vztahem
dv >
dt — de?
Urcit smér vektoru zrychleni je vSak jiz méné snadné. K tomu tcelu zvolime na trajektorii
v tésné blizkosti bodu 7 dva dalsi body. Tfemi body, které nelezi v pfimce, je urcena
rovina (fikdme ji rovina oskula¢ni) a také kruznice poloméru R (nazyvame jej polomér
krivosti trajektorie v daném bod€). V oskula¢ni roviné lezi jednak te¢na, jednak norméla
k trajektorii. Jednotkové vektory ve sméru teény a normadly (sméfujici do stfedu kfivosti)
oznacime 7 a . Kolmo k te¢né i norméale sméfuje binormala s jednotkovym vektorem ﬁ
(viz obr. 1.3). Trojice kolmych jednotkovych vektoru 7, 7, 3 tvort pravotoc¢ivou soustavu
a doprovéazi obecné prostorovou kiivku v kazdém bodé. Studiem téchto vlastnosti kiivek
se zabyva diferencialni geometrie.
Zderivujeme nyni vektor rychlosti (??) podle pravidla o derivovani sou¢inu funkei:

i dv  d(vT) dv d7 dv d7 ds dv 2@’

—

= (az, Az, a;) = (U, Uy, 0;) = (&, Y, Z) . (1.9)

“at - at oa  Va T a  Vasat oat U ds
Z obr. 1.4 zjistime, Ze vektor d7 pfi At — 0 nabyva smér normaly a pro jeho velikost plati
S |dT| ds
7] = — = —.
7] T R
Mame tedy
dv v?
a = —T —. 1.1
a o7 + 77 (1.10)

Zrychleni pri obecném kfivocarém pohybu lezi tedy v oskula¢ni roviné a méa tecnou
slozku rovnou derivaci velikosti rychlosti podle ¢asu a normalovou slozku v2/R: 2
dv v?
ag = — anp = — .
dt’ R

2P#i rovnomérném pohybu po kruznici je a; = 0 a a, = v? /R zndmé dostiedivé zrychleni.

(1.11)
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obr. 1.5 obr. 1.6

Neékteré kiivocaré rovinné pohyby je lépe popisovat v polarni soustavé souradnic r(t), ¢(t).
Derivovanim uréime vztahy mezi kartézskymi a polarnimi slozkami rychlosti na obr. 1.5.
Protoze x = rcosyp, y = rsiny,

Vp = & = rcosp —rpsing, vy, =y = rsinp+rocosy . (1.12)

Slozky rychlosti ve sméru radidlnim a te¢ném v, a v, dostaneme pootocenim souiadnych
os o thel ¢ podle vztahii (M. 37), které mizeme aplikovat i na slozky vektoru rychlosti a
zrychleni. Dosadime-li do nich za v, a v, podle (??), dostaneme po snadné tpravé

Up = UzCO8QFuysing = 7, v, = —vysing +uv cosp = rY, (1.13)

odkud
2

v = vi—l—vf/ = 02402 = 2422, (1.14)
Stejné budeme postupovat i u zrychleni. Derivaci slozek rychlosti (?7) dostaneme

ay = Uy = (F—1¢?) cosp—(2rp+r@) sing, a, = v, = (F—rp?) sinp+(2Fo+r@) cosep .

Pro slozky zrychleni v polarnich soufadnicich pak dostaneme 9
ap = azcosp+aysing = #—rp? a, = —agsing+aycosp = 2@ +ry. (1.16)
Shrneme tedy
Vp =T, Uy = T, ar = ¥ —rp?, ap, = 21o+r¢. (1.17)
Velikost whlové rychlosti w a uhlového zrychleni e mizeme zavést jako
w(t)chi—f:gb, E:C;‘*t’:w:¢. (1.18)
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P1i pootoceni o maly thel mizeme tento tthel povazovat za vektor a pfipsat mu smér osy
rotace v pravoto¢ivém smyslu. Stejné pak budou definovany i vektory tthlové rychlosti a
thlového zrychleni & a £ .

1.2 Zakladni pohyby a jejich skladani

Uvedeme nyni nékteré zakladni typy pohybu cCastice.

1. Pohyb pfimocary

Necht pfimocary pohyb probihd podél osy x s pocate¢nimi podminkami x = xg, v, =
T =g, PpH t=tg. Pak rozliSujeme

a) pohyb rovnomérny s konstantni rychlosti vg, a nulovym zrychlenim a, = 0.
Integraci a pouzitim pocatecnich podminek dostavame zakon pohybu

z(t) = xo + vou(t — to) (1.19)

b) pohyb rovnomérné zrychleny s konstantnim zrychlenim ag, kladnym nebo za-
pornym. Integraci a pouzitim pocatecnich podminek dostavame zakon rychlosti a zakon
pohybu:

1
v(t) = vor + agz(t —to) , x(t) = xo+ vor(t —to) + 3 apy (t — t0)2 . (1.20)

Je-lipfit =0 x =0, v =0 dostaneme zndmé vztahy v = ag,t, * = %aOmt2.

¢) pohyb nerovnomérny se zrychlenim obecné zavislym na case a(t). Pak dostaneme
zékon rychlosti a zdkon pohybu integrovanim
t t

v = v+ [ a(t)dt, x = xo+vest+ [ v(t)dt. (1.21)
to to

2. Pohyb kruhovy

Pri pohybu castice po kruznici poloméru R je vhodné pouzit polarnich soutadnic.
Potom plati » = R = konst a zakony pohybu se zjednodusi. Ze vztahti (??) méame

v, =R =0, v, = Rp=Rw, ar= —R¢? = —Ruw?, a, = R = Re . (1.22)

Je-1i kruhovy pohyb rovnomérny, zistava tthlova rychlost w = konst a tihel ¢ se méni
lineadrné s ¢asem

p(t) = wo+w(t—to) . (1.23)
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Obvodova rychlost v, = v je ovSem také konstantni: v = Rw. Obvodové (tecné) zrychleni
a, je nulové a castice ma jen normalové, dostrediveé zrychleni, rovnéz konstantni:
2
9 v
ap = —a = —Rw* = R = konst . (1.24)

U rovnomérného kruhového pohybu zavidime dobu obéhu T' = 27 /w a jeji pfevracenou
hodnotu, pocet obéhi za jednotku éasu f =1/T.

3. Pohyb harmonicky

Pohyb harmonicky dostaneme jako projekci rovnomérného kruhového pohybu kolem
pocatku do jedné z kartézskych os (obr. 1.6). Napiiklad v ose y pak mame

y(t) = Asin(wt + ¢g) , (1.25)

kde y je vychylka (elongace), A amplituda, w thlova frekvence, T' = 27 /w perioda, f = 1/T
frekvence (udévana v jednotkach Hz), argument harmonické funkce wt + g je faze a g
pocatecni faze pii t = 0 neboli fazova konstanta.

Souradnice vektort rychlosti a zrychleni pfi harmonickém pohybu jsou

vy =y = wAcos(wt+ ) = wAsin(wt + o + g) (1.26)
ay = §j = —wrAsin(wt + ¢g) = w?Asin(wt + @ +7) . (1.27)

Z téchto vztaht je vidét, ze pfi harmonickém pohybu rychlost predbiha vychylku o 7 /2
a zrychleni o w (je v protifazi).

Skladani pohybii

Je velmi dilezité, Ze ¢astice mize konat soucasné nékolik pohybii, Zze pohyby lze vekto-
rové sklddat. Tento netrividlni poznatek usnadnuje studium mechanickych pohybt. Uka-
zeme nyni nékteré zajimavé pripady skladani pohyb.

Se skladanim kolmych prfimocarych pohybt se setkdvame pii vrhu téles v homo-
gennim tihovém poli ve vakuu. UvaZujme rovinny pohyb v roviné x, z, pfi ¢emz v
zaporném sméru osy z mé pohyb zrychleni velikosti g. Ve sméru osy z probihé tedy rovno-
mérné zrychleny pohyb podle (??7) . Vztdhneme-li po¢ateéni podminky k okamziku ¢ = 0,
mame ]

z(t) = 2o+ vost — §gt2 . vy(t) = vor —gt. (1.28)
Ve sméru osy x je pohyb rovnomérny:
z(t) = xo+vozst, vx(t) = vop = konst. (1.29)

Zadanim prislusnych pocatecnich podminek dostaneme nejriiznéjsi pripady pohybi.
Tak pro xg = 0, 29 = h, vgz = vg, = 0 jde o volny pad z vysky h. Pro néj mame

1 2
z:h—igtz,s:h—z,t:”—s, v, = —gt = —/2gs . (1.30)
g
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obr. 1.7 obr. 1.8

Proxg =0, 20 =0, vgz =0, vg, > 0 je to svisly vrh vzhuru. Oznac¢ime dobu letu
do vrcholového bodu ¢, a jeho vysku z, a mame

1 2
z = vpst — —gt?, v, = v, — gt, b, = &, Zy = %0z (1.31)

2 g " 29
PHi 29 =0, 20 = h, voz = 0, vg, < 0 nastava svisly vrh dolua. Pfi ném

1
z:h—|v02\t—§gt2, v, = —|voz| — gt . (1.32)

Pocatecni podminky zg = 0, 29 = h, voz > 0, vg, = 0 urcuji vodorovny vrh ve
vysce h. Vysledny pohyb uz nebude pfimocary; jde o sklddani rovnomérného piimocarého
pohyb rychlosti vg, ve sméru osy = a volného padu ve sméru z. Rovnice

1
r=vot, z=h— §gt2 (1.33)

predstavuji parametrické rovnice trajektorie. Vylouc¢ime-li z nich ¢as ¢, dostaneme rovnici
kiivky v kartézskych soutradnicich

g 9
= h— . 1.34
i 2U(2)rx ( )

Je to pfevracend parabola s vrcholem v bodé (0, h). Snadno zjistime jeji parametry - dalku
dopadu na uroveni z =0 x4 a dobu letu t4:

[2h [2h
Td = VozAl — , td = —_— (1.35)
g g
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(jako pfi volném padu). Na pocitaci numericky propocitana trajektorie vodorovného vrhu
je na (obr. 1.7).

Vrh Sikmy z pocéatku pod elevaénim tithlem o dostaneme za podminek zg = 0,
20 = 0, vopy = vgcosa > 0, vy, = vgsina > 0 (obr. 1.8). Jde o sklddani rovnomérného
pfimocarého pohybu rychlosti vg cos a ve sméru osy = a svislého vrhu vzhiru. Rovnice

1
T = vgzt, z = Vgt — 59752 (1.36)
predstavuji parametrické rovnice trajektorie. Vylouc¢ime-li z nich ¢as ¢, dostaneme rovnici
kiivky v kartézskych souradnicich
v 1
z:ﬁx—f%d’g:xtga—#m? (1.37)
Vox 2 Vor
Ve vakuu probiha tedy Sikmy vrh v homogennim tihovém poli po parabole. Snadno do-
staneme souradnice vrcholu drahy, dalku doletu a celkovou dobu letu:

_v%sinQa _v%sinza _v%sin2a ; _ 2ypsina 1.38
—T,Zv—77$d—7, d=—"—": (1.38)

X
! 2g g g

Odtud je zfejmé, Ze maximalni délka doletu odpovidé thlu 45° a Ze obecné daného bodu
doletu lze dosdhnout pod dvéma riiznymi tihly 45° + Ac.

Céstice miize konat sou¢asné rovnomérny kruhovy pohyb a rovnomérny p¥imoéary po-
hyb. Kona-li napt. rovnomérny kruhovy pohyb kolem pocatku a rovnomérny pohyb ve
sméru osy z, bude vysledna trajektorie prostorova kiivka zvana Sroubovice s rovnomeér-
nym stoupanim (obr. 1.9). 3 Parametrické rovnice sroubovice mtizeme tedy zapsat jako

r=R coswt, y=Rsinwt, z=kt. (1.39)

Kona-li ¢astice umisténa na obvodu kruznice o poloméru a slozeny pohyb tak, Ze se
tato kruznice rovnomérné vali po ose x, bude vyslednou trajektorii kfivka zvana cykloida
(obr. 1.10). Je to velmi dilezitd kfivka, s niz se ve fyzice Casto setkdvame. Z obrazku
snadno nahlédneme, Ze parametrické rovnice cykloidy mizeme zapsat jako

z = a(a—sina), y = a(l—cosa). (1.40)

Jako parametr zde slouzi thel odvaleni a. Pokud ¢astice nelezi na obvodu kruznice, ale na
nékterém mensim poloméru, vznikne tzv. zkracena cykloida (obr. 1.11a), pokud lezi na
vétsim poloméru (jako napiiklad bod na obrubé Zelezni¢niho kola), vznikne prodlouzena
cykloida (obr. 1.11D).

Céstice mtize konat soucasné nékolik harmonickych pohybt. Piedpokladejme napied,
ze kona dva harmonické pohyby s riznymi amplitudami a thlovymi frekvencemi a touz
pocatecni fazi ve sméru osy . Tyto dva pohyby se vzajemné séitaji, superponuji, a mizeme
psat

x = Asinwit + Bsinwst = (A — B)sinwit + B(sinwit + sinwat) . (1.41)

3Nikoli ”spirala”.
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obr. 1.9 obr. 1.10

obr. 1.11

Necht jsou amplitudy A = B stejné a tthlové frekvence w; ~ we ~ w blizké. Oznac¢ime rozdil
obou thlovych frekvenci w; — we = Aw. Potom s pouzitim souc¢tovych goniometrickych
vzorcll dostaneme

— A
r = A(sinwit + sinwst) = 2Asin w1 ;thcos e 5 Y24 = 24 cos TWt sinwt . (1.42)

Vysledny pohyb muzeme popsat tak, ze jde o harmonické kmity s thlovou frekvenci
w, jejichz amplituda se v ¢ase pomalu méni jako 2A cos Awt/2. Jsou to znamé razy neboli
zaznéje. Na obr. 1.12 je zndzornén casovy priubéh razi ziskany na poditaci slozenim dvou
harmonickych pohybt o blizkjch tthlovych frekvencich. Jsou-li amplitudy obou pohybi
ruzné, nebude amplituda vyslednych kmitt prochéazet nulou (obr. 1.13).

Zminime se je$té o skladani harmonickych pohyba v kolmych smérech.
Skladame-li dva takové pohyby o stejné thlové frekvenci, bude vysledny pohyb probihat
po trajektorii dané parametricky jako

x = Asin(wt + ¢o1) , y = Bsin(wt + ¢p2) . (1.43)

Oznacime fazi kmiti ve sméru = jako wt+ pg1 = ¢, rozdil fazi obou kmiti jako w2 — o1 =
0. Déle vylou¢ime z parametrickych rovnic ¢as. K tomu cili vyjadiime sin ¢ a cos ¢ pomoci
veli¢in na ¢ase nezavisejicich a pouzijeme znamy vztah sin? ¢ 4 cos? p = 1. Mame

sinp = %, sin(p + 0) = sin@cosd + cos psind = Y (1.44)

B i
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odkud 1
y x
_ y_z _ 1.4
cosp = — <B 7 o8 ) (1.45)

Se¢teme-li nyni sin? ¢ a cos? , dostaneme rovnici trajektorie

2 2
T Y 2xy .9
—+ =5 — —=cosd = sin“}). 1.46
A2 "B T 4B (1.46)
V zavislosti na 0 mize tato rovnice odpovidat rovnici tsecky, nebo elipsy. Je-li § = nm,
probihaji kmity po tsecce, jejiz pfimka ma smérnici £k = £B/A, je-li § = (n+ 1/2)7, je
trajektorii elipsa
2 2
x vy
mtm=1 (1.47)
Jsou-li amplitudy kmiti stejné, prejde pro d = (n+1/2)7 elipsa v kruznici. S uvedenym
skldadéanim dvou kolmych kmit o stejnych frekvencich se setkdvame nejen v mechanice, ale
napriklad i v elektromagnetismu a optice pfi studiu polarizace svétla. Vysledné trajektorie
ziskané pomoci pocitace jsou na obr. 1.14; kiivka 1 odpovida § = 0, kiivka 2 § = =, kiivka
30 =m/2 kiivka 4 6 =m/4.

Jsou-li thlové frekvence kolmych kmitu rtzné, vznikaji slozité tzv. Lissajousovy ob-
razce. Na obr. 1.15 vidime dva takové obrazce pro pomeér frekvenci 1:2 (kfivka 1) a 2:3
(kfivka 2). Pomér frekvenci muzeme uréit podle po¢tu bodi, v nichZ se obrazec dotyka
soufadnych os. Jsou-li frekvence v pomeéru stéale vétsich nesoudélnych cisel, stava se obrazec

vvvvvv

Urcete tecné zrychleni, normalové zrychleni a polomér kiivosti trajektorie vodorovného
vrhu.
Reseni:

Pro rychlost a zrychleni mame
7= (voz, —gt, 0), v’ =05, +g°t*, @a=(0, —g,0).

Tedy

d 2¢ 2 24213/2
L SN I Y Y L RV - Wo £

= =, = )
dt /va + g2¢2 [02, + g2t2 an gvox

Uloha:

Uvazujte mnozinu trajektorii sikmého vrhu s touz velikosti pocéateéni rychlosti (vy-
stiell z téze zbrané) a riznymi eleva¢nimi thly. Dokazte, ze obalkou této mnoziny trajek-
toril je tzv. ochrannd parabola (mista za touto parabolou nemohou byt zasazena) - obr.
1.16.

Reseni:
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obr. 1.12

obr. 1.13
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obr. 1.14

obr. 1.15
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obr. 1.16

Upravime rovnici trajektorie (??) na tvar
9(1 + tg’) 22
2
2vg
a pohlizime na ni jako na kvadratickou rovnici pro tg a. Body lezici na obalce mohou byt

dosazeny pouze pri jedné hodnoté eleva¢niho thlu. PoloZzime proto diskriminant rovnice
pro tg a roven nule a dostaneme rovnici obalky

z = ztga—

2
9 2. %
= L ¢4 Y
: 21)8 v 2g

Piiklady

1.1 Céstice se pohybuje pfimocaie po ose = podle zékona x = At 4+ Bt?, kde A =
5 cm.s™!, B =6 cm.s~2. Urete okamzitou rychlost ¢astice zacatkem desité a koncem
dvanacté sekundy a stfedni rychlost v intervalu mezi témito okamziky.

[113 cm.s™!, 149 cm.s™!, 131 cm.s™! |

1.2 Pilot letadla je od svého cile vzdalen 200 km na zapad, a pfitom vane severozapadni
vitr o rychlosti 30 km.h~!. Urcete vektor rychlosti letadla, chce-li pilot dosdhnout svého
cile za 40 minut (obr. 1.17).
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obr. 1.17 obr. 1.18

[(278,8 ; 21,2) km.h™!, osa 2 mifi na vjchod, osa y na sever]

1.3 Po ramenech pravého tihlu lezou dva. brouci. Prvni z bodu A vzdaleného od vrcholu
pravého thlu o vzdalenost l19 rychlosti v; smérem k vrcholu, druhy po druhém rameni z
vrcholu smérem od ného rychlosti vy (viz obr. 1.18). V kterém okamziku si budou brouci
nejblize, jak budou od sebe daleko a jaké budou pfitom jejich vzdalenosti od vrcholu?

_ lLiom _ _liovs _ lov3 _ liguiva
[t - = = v%-‘,—v% ’ l2 U%-l—v%]

2 2 9
v +v; LV U%-HJ%

1.4 Dvé ¢astice se pohybuji rychlostmi o vektorech o7 = (2, 0), 2 = (0, 3) (v
pfislusnych jednotkach). V ¢ase t = 0 se nachazely v bodech 719 = (=3, 0), 75 = (0, —3).
Urcete vektor vzajemné polohy castic, ¢as a délku maximélniho sbliZeni.

[Fo1(t) = (3 —2t,-3+3t), t=15/13, r=3/y/13 piislusnych jednotek]

1.5 Dvé ¢astice se pohybuji rovnomérné pfimocare, prvni z bodu A = (0, 1) rychlosti
vy = (3, —2), druhy z bodu B = (0,—1) rychlosti v = (6, 4), vSe v pfislusnych
jednotkach. Urcete prisecik trajektorii, vektor vzajemné polohy, okamzik maximéalniho
sblizeni, a velikost tohoto sblizeni.

[(3/2, 0), (3t, 6t—2), 4/15, /4/5 prislusnych jednotek]

1.6 Pohyb ¢astice je uréen paramericky jako x = Ayt2 + By, y = Aot? + By, kde
A1 =20 cm.s™2, By =5 cm, Ay =15 cm.s™?, By = —3 cm. Najdéte rychlost a zrychleni
Castice v okamziku t = 2 s.

[ = (80, 60) cm.s~!, @ = (40, 30) cm.s~?]
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1.7 Urcete rovnici trajektorie, rychlost a zrychleni u nésledujicich pohybii ¢astice za-
danych parametrickymi rovnicemi:
a) x =4singt, y=3sint, b) x =4cos§t, y=3sinjt,
c)z=(4sinf)t, y=3sing)t, d)xz=4cos®t, y= 3 sin? 5t

[a) harmonicky pohyb po tiseéce y = 32 v rozmezf
2| <4, |y <3, T=(2mcosTt, Fcostt), d=(—n?sinft, — 3w’sinTt)

b) nerovnomérny pohyb po elipse %(2; + % =1

xT

[N

¢) rovnomérny primocary pohyb po pfimce y =

d) pohyb po tsecce lezici v piimce y = —%x + 3 v mezich
0<z<4, 0<y<3, ¥=(—2rmsinnt, %Wsinmﬁ) , @ = (—2n%cost, %772 cos 7t)]
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1.8 Napiste parametrické rovnice pro pohyb c¢astice, kterd kond harmonicky pohyb po
usecce, jejiz nosna piimka méa rovnici y = x—4. Rovnovazné poloha lezi v bodé A = (2, —2),
amplituda je rovna so = 2v/2, tthlova frekvence w = /4, v okamziku ¢t = 0 je ¢astice v
bodé (4,0) (vSe v pfislusnych jednotkach).

[t =2+42cos Gt , y=—2+2cos]t]

1.9 Urcete rychlost a zrychleni c¢astice v polérnich souradnicich, je-li pohyb zadan
parametricky jako x = at, y = bt, kde a, b jsou konstanty.

[vr=7F=Va?+0?, vy=r¢=0, ar=7F—1¢*=0, a,=2r¢+rp=0]

1.10 Urcete charakter pohybu ¢éastice (trajektorii, rychlost, zrychleni) daného parame-
tricky jako x = [ cos|¢g sin(wt + )] , y = Isin[¢o sin(wt + ¢o)].

[r = I= konst, ¢(t) = ¢ sin(wt + ¢g), pohyb po oblouku kruznice v rozmezi |¢| < ¢g,
v =0, v, = lpow cos(wt + o)

ar =7 —r? = —lgdw? cos?(wt + o) , ay, = 27 + 1P = —low? sin(wt + o))

1.11 Céstice se pohybuje po kruznici poloméru r = 5 cm se stfedem v po¢atku soufadné
soustavy, s konstantnim thlovym zrychlenim ¢ = 2 s~2 a v okamziku ¢t = 0 je v bodé A o
soufadnicich (0, 5) cm. Uréete te¢né a normalové zrychleni. Reste v polarnich soufadnicich.

2
las =re =10 cm.s™? | @, =% =re?t? = 20 cm.s™ 7]

1.12 Urcete amplitudu a fazovou konstantu harmonického pohybu, je-li doba kmitu
T = 3,14 s a v okamziku t = 0 je vjchylka xo = 10 cm a rychlost vg = 0,4 m.s™ L.

2
[A:\/x(2)+%:0,22m, gpgzarctg%:(),%]

1

1.13 Castice kona harmonicky pohyb. Jeji maximalni rychlost je 6 m.s~! a maximalni

zrychleni 24 m.s~2. Uréete dobu kmitu, frekvenci, tthlovou frekvenci a amplitudu.

[1,57s, 0,64 Hz, 4s7 ', 1,5m)]

1.14 Mé¢jme kruznici poloméru R lezici ve svislé roviné. Z jejiho vrcholu vychézeji
z1abky ve sméru tétiv k obvodu kruznice (obr. 1.19). Do zlabki soucasné vlozime malé
kulicky a vypustime. Dokazte, ze vsechny kulicky dosdhnou obvodu kruznice za stejnou
dobu. Ulohu poprvé fesil v 17. stoleti ¢esky ucenec Jan Marcus Marci z Kronlandu.

t= /7]
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obr. 1.19

1.15 Téleso je vrzeno svisle vzhiuru pocatecni rychlosti vg. Zaroven je z vysky h volné
pusténo druhé téleso. Obé télesa dopadnou na zem soucasné. Z jaké vysky bylo pusténo
druhé téleso?

(2]

1.16 Téleso je vrzeno v okamziku ¢t = 0 svisle vzhiiru. Urcitym mistem ve vysSce h
prochézi v okamziku t; smérem vzhuru a v okamziku t9 smérem dolt. Urcete vysku h a
pocatecni rychlost vg.

_ gtito _ g(tatta)
[h = 2 Vo = 2 ]

1.17 Jakou rychlosti vy je nutno hodit téleso svisle dolt z vysky h, aby dopadlo o c¢as
7 dfive nez pri volném padu?

. \/8hg—gT
[’Uo =97 \/%—297']

1.18 Uvazujte mnozinu trajektorii Sikmého vrhu z pocatku soustavy soufadnic s touz
pocatecni rychlosti vy a proménnym elevacnim thlem «. Dokazte, ze vrcholy trajektorii

lezi na elipse
2

2
x2+422—ﬁz:0.
g
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obr. 1.20

obr. 1.21

1.19 Uvazujte mnozinu trajektorii sikmého vrhu z pocatku soustavy souradnic pod
tymz eleveénim tthlem « a proménnou pocateéni rychlosti vg. Dokazte, ze vrcholy trajek-
torii lezi na pfimce

1
z= §(tg Q) .

1.20 Cil lezi v §ikmé vzdélenosti d = 6000 m pod polohovym tthlem ¢ = 30°. Jak4 musi
byt minimalni pocatecni rychlost strely, aby byl cil zasazen? Jaky elevacni tthel odpovida
této rychlosti (obr.1.20) ?

[Vomin = /gd(1 +sing) =300 m.s™!, tga= ljjsi?pgo =V3, a=060°

1.21 Lissajousovy obrazce. Pohyb ¢astice je dan rovnicemi a) © = Acoswt , y =
B cos2wt , b) x = Acoswt , y = Bcos3wt. Uréete tvar trajektorie.
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[y = Z—g;ﬁ — B (obr. 1.21, kiivka 1), y= %x?’ - %x (kiivka 2), |z| < A, |y| < B]

o7



