Teoreticks Fyzika 1 — Analyticka Mechanika

Mechanika klasicka /velativisticka  /kvantova

— Newtonova mechanika (pouziva vektory )

Isaac Newton — 1. dilo teoreticke fyziky
Matematicke principy prirodni filozofie (1687)

1, Zakon setrvacnosti — inercialni vataina soustava
2. Z.48kon sily iﬁ -? wa=F

Kniha: Klasicka teoreticka fyzika,
1.5toll, 7. Tolar, 1.Tex, Karolinum 2017

— Analyticka mechanika (pouziva skalary)

Soubor alternativnich formulaci klasické mechaniky
vychaze jicich 2 tzv. principi mechaniky.

Gottfried Wilhelm Leibniz — #iva sila m?=2T
Maupertuis, Bernoulli, Euler, d*Alembert, Laplace

Principy mechaniky =» pohybové rovnice.
Napv: ' Pii pohybu sousTavy mezi dvéma konfiguracemi je

S={TY-W) minimalni, *

(Fermattiv princip 162 — éiveni svétla)

3. Zakon akce a veakce F,, =- F; slaba verze N ij

iTacnt 24 i1'n3 o—> <o
Gvavn’(acm 2akov1 silna verze 2 s

Fa= -0t Tl SR (R - 7

sila kferou plisobB naw

K= 66740 mi hg & ,
— Lagrangeova mechanika 178¢

— Hamiltonova mechanika 1833

Newfonovy pohybové rce. mitid)y= Fifm,R(b,A) — Hamilton—Tacobino rovnice

Analyticka Mechanika

vihody — eliminace sily, snadné zobecnéni mimo oblast mechaniky (feorie pole, kvantova mechanika)
— efektivita pro slozité ulohy s vazbami, elegance, moinost uziti vyssi matematiky

Lagrangeuv formalizmus — nejprve pro soustavu volnich hmotngch bod

Podet stupii volnosti A =nejmensi podet parametri nutngch k uréeni polohy (konfigurace) soustavy
(pocet navzajem nezavisljch pohybii, kferé miuze soustava konat — pouze pro holonomni vazby)

«pro soustavu NelN volngeh hmotngch bodi v 3—dimenzionalnim prostoru je A=3N

+konfiguraci soustavy (polohu viech jejich bodi) budeme reprezentovat jedingm bodem Xe IR
v 3N rozmérném euklidovském prostoru Tzv. konfiguradnim prostoru

)—(‘= (ﬁq,.u,ﬁ”) = (“411’7‘2"“!“"3\ = (X,.---,X3N) kartézske souFaolmce HM= X(w-.nnwl
*hmotnosti my=my=ms hmotnost 1. bodu (X4, %a.%3) = %, oX; S O . = Oupd;;
/m‘;: ’"‘5”"‘5 7. b.Odu (xb’ X54X63=ﬁ1 6)(% af(,g
' m
hmotnosti budeme misto jednotlivgm bodum piivazovat jednotlivgm stupitm volnosti M:( 4‘-.""3")
z_(R
o - X, T‘_)FJF,)
Pr. N=2 body v R _|_._._._.%ml R — 1bodv R I > %= ’;‘) [M-_-(“":mz)
. o X | X4 *
Derivace funkce podle asu: FRY>R, F-F&ZA - '
4) parcialni derivace -27 %, A jsou nezavislé proménné fee. F g_E - &:: F(X,X,/:LAM-F(XA/U

parcialni derivace jsou
vypodteny v bodé

(R ZearA)

slozena funkce asu
_dX Fun = FR, X A)
dA 22 1

implicitni a explicitni zavislost na case

9% funkce jedné proménné %,1- o F(A)-_E~ oF = aF
Fv=gf %t axx.

Einsteinova sumace 11!

3 ‘tor uplné ni) & wo3 @& pan . OF . BF. OF A
) ?peva’rov u?\we (Totalni) b F(x‘x,x,:{\*‘zﬂx# b= 5% 5 ok &2l Feid) SE . i
asové derivace . ' T "
| ) =4 l = l"
Strisku nad operatorem psat nebudeme. H{(x) 6)(,, x; 4 B g 2l %Hm‘ xu.),xm A
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Zadinat s popisem budeme vidy v inercialni vztainé soustavé (v kartézskych souradnicich).

V neinercialni soustavé

. . 2 ~ . ~ T
Newtonovy rovnice e, T, =F, ¥oweN —> mX,=F Yie3N nebo MX=F bychom museli pridat
. R setrvacné sily a najif
s upravime levou stranu rovnic X, =F  Nie3N (1. bez sumace pres i) pro né potencily.

. d _d (aT
mi, = S7lmkd = 35 (5g) =& %3

a—f-—(ﬁ-z‘"‘ax) 2"“4 ,ax znmxé =k, YiedN

kineticka energie soustavy T(S{')-‘-%zm‘Xi ma v karfézskych souradnicich vidy fento fvar
"':l

-
» Sily viigténe (akéni) na pravé strané rovnic nahradime potencialy = silové pole (sila) F se nazgva:

1) konzervalivni ?:}?{Z’) pokud JU=U(X) potencialni energie Tak, ie F;(f\: - V@ MieR

K
2)potencidli F=F(F4) pokud JU=UIRA) potencial tak, ze  FxH=-20D  yy 3
— -~ . . a’
3)20becnéna potencidlni F=F(X X, A) pokud U =URXXA) fak, se @)= - aU d ( ) Vie R
. ” (X A)= 3
(souhrnné tzv. monogenni sily — Goldsfein) ~ 2obecneny potencial e "di o J
, o . )
Pozn. prace konzervativnich sil 2. o -~ AU d V(W) %
= \F(x1-d% =\ F(z1): () ot =- | 52 4 -
nezavisi na frajektorii W §F(xlo\x §F(ﬂ1)\j\(f\ S x ‘_& S d2 VA
- - N - N 3o
Pozn. v R podminka mel F=0 = FRA) je potencialni =-S_UL3(1\\]“= VETSRVTeD) =
Pr. -homogenni tihové pole U(?)=—M§->—Z - Loventzovasila (E.M. pole)
o 21— Mm VR %) = (9624 - K- ARA)
~centralni gravitadni pole  UX) = -¥ - N
X1 A ) E=-ve % B=%A
— . . | . R . 2\ =4 _’Z—O, - - -
harmonicky oscilator (elastické pole)  U(X) zK( x?-0, F=%(E+Ex1§)
¢ LR1D 9\_(@_‘) _F = FP, d (8U> oy T=T[ 1. ar -0
dA\d%, ) — kL dA\a%/ 3 D%
d aT-U) _ AT-V) F(he]‘»‘) E(Pm Lagrangeova funkce (v kartézskych)
A(BX ) X, T L:T_
N
oA (BL) _aL _pten %z Ay =43 Uiz, %,4)

Po vyposteni dervivaci funkee L dosadime za X; nezname funkce SasuX;(A) a ziskame
tak obycejné diferencialni rovnice 2. vadu pro Tyto neznamé funkee.

Pozn: Lagrangeovy funkce dvou neinteragujicich soustav lze sedist a ziskat Lagr. fci. popisujici obé soustavy.

¢ Nejednoznadnost Lagrangeovy funkce | = | + i}\(i‘,/{) h=Rxa) e d—& ax i +§£—
b

d (aL)_al _d (aL)_aL , o (3R _23_ ol/R; 9 DR o% _ ok

d,{( > A%, d/i( ) <3—>g;+d (ax) 3% A T ;’97‘(31%) 'Bx&ax DX

— R Th aJ’\ =15 = ) o
L N E)x ax 5T AN, Ak ax 3 3X QL => | al vedou nastejné LR1D

P¥. vovinng izotropni harmonicky oscilator

d (oL 3L _ D
SN T Ambeed)  U=Fhicg) Sa(3K)- 35, i C )it oo o
X, o L=T-U=-1—ﬂ“(5<f*5‘i)’%&(xf*xﬂ %Z‘% )—3—;- i/i(nmx,\ - Ry, = mk, ¥ x,=0



Vazby, Konfiguraéni prostor a obecné souradnice
Vazby - jakékoliv podminky omezujici pohyb hm. bodi nebo téles tvoricich mechanickou soustavu

<ho\ov\omm — vazby kferé snizuji pocet sfupwu volnosti, lze je zapsat ve tvaru &(x,i) =0, YheR
neholonomni — véechny ostatni (napv. IR =0, IXI<K)

<sk\evomomm (stacionarni) — nezavislé na case (napv. ¥(i) =0, x‘+q,‘+ -L2%=0) ’
(Y

rheonomni (nestacionarni) — zavislé na éase (napv. %(x,g,/i) = XMﬂA*qMﬂhO

<uo[véujici (oboustranné) — vyjadrené pomoci rovnosti =
neudriujici (jednostranné) — vyjadiené pomoci nerovnosti >, =

<ideé\mi — nedochazi k disipaci mechanické energie (Virfualni prace vazebngeh sil je nula)
neidealni — dochazi k disipaci energie (napv. treni)

Pozn: 2 vedting holos-cely skléros-pevng, Turdyg
Pozn. Holonomni vazba je vidy udriujici. nomos-zakon  rhed=tece, plyne
Skyyté holonomni vazby (seminolonomni) — vazby afinni v rychlostech, kferé lze nahradit holonomnimi
w

N ) T pokud je tato diferencialni forma
2N AEA=0 [ = F a3 ) dx hG A0 exaknifh, existuje J=fzA), f=cs

XA =dx, = Q‘f 53_2 pak e vazba skryté holonomni
% oA
V'azba jevsk,vq,’(e holonomni pokud g,t& 1"@’“ #0 Apoy) _ Apoy) (po,) _ a(t,.b ’v‘x,;e.’fﬁ
(integracni fakfor po= d&) a plati podminky: d%; X, FY X,
P7. Valeni valce bez prokluzovani % %~ RP =0 / Sdi \g)i( 4 -SR9d =0
) . \/s'——J \—fT-\_J
(vzajemnia rychlost bodu dxs -RAP =0 dxs  d¢
dotyku je nulova) | “ X ﬁ(x&q) U+ Xg—RY =0 | je holonomni
P¥. Valeni kofoude po roviné bez prokluzovani a naklanéni — neholonomni vazby k- RPwY =0 “/3'7
neexistuje g(hz-‘ﬂ‘ﬂho Ry Resim=0 ) f/k

Holonomni soustava — soustava, kfera je podrobena pouze holonomnim nebo semiholonomnim vazbam

— dale budeme pracovat pouze s holonomnimi soustavami a zapisovat véechny jejich vazby jako holonomni

Vazbové sily holonomnich vazeb (Reakénisily) — nejsou znamé predem (na rozdil od akénich sil)
ﬁ‘m\ = "?+ﬁ eﬂf” pro jednu vazbu £(2,4\=0 w: N =7\V& Nx=7\ _4 V;Lel‘:ﬁ
0

tedna a normalova sloka

Lagrangeuv mulfiplikator A

nolonomni vazba ¢ hladka :[t =0 (idealni) ﬁmb—o urduje velikost vazbové sily
Ndrsna T +0 (teni, neidealni) - epredstavuie novou neznamou
Py, izotropni viedné treni T =—K|7\v£\£T fei. A=Nh)=2 ktera se objevi
v pohybovych rovnicich
pro stelN hladkich holonomnich vazeb f*(?,/iho plafi F‘("aa— Z l%‘é’

Pozn. Nebude—liredeno jinak, pak holonomni vazbu povaiujeme vidy za hladkou.

Konfiguradni prostor (varieta)... mnozina viech motnijch konfiguraci (poloh véech bodi) soustavy

M(A) = {)?GIKSNI &(?,AFO Y heRY e®™ dimenze M(1) - dimenze tedného prostoru k M(1)



Vazby jsou nezavislé, pokud nelze 3adnou 2 nich vynechat, aniz by se 2zménil konfiguraéni prostor.

Pokud je (V%M,..‘V&Q ¥ie MW, ¥4 linedrné nezavisly soubor vekforl, pak jsou vazby /g&(i,/ﬂ:o Yeer
. , v Vo . ;’—4\_-)
nezavislé a plati  dumMD= 3N-nw = A (podet stupnii volnosti).

"obecné rovnice"

?Ji % konf. prosforu

Tsou—li vazby zavislé, pak prebytedné vazby vypustime a zbylgch 3%, 3a
it nezavisljch vazeb zapiseme v Takovém tvaru, aby jejich : =5 ¥ReMID VA
gradienty Tvorily linearné nezavisly soubor 1. aby hodnost matice 3 .. ok

3K, " g

Pr. bod na povrchu koule a valce 2x 2y
~ %% : -
&(_)?) =‘A’;+ X:*I-XE_RI'; 0 VJ' - (ﬁiz) VJ?-:(Z;&) JsoulZ pro %=0
3
£<sz’>= Xy +% -R*=0
1 q{ -~ O 2‘/\4 .
= = sou LN na M

M = kruinice s osou z a stredem v podatku V‘/L(x\ (3) Viz (2 x‘) !

o

popiseme M pomoci funkei s LN gradienty Obecne souradinice ¢ X, =Reantp

{i(i\_Jz(m:)@ =0 £&=> g(;\r_xszo A =3~/{'2=’( X3 = R Mmlp
X3=O

»soustava N hm. bodis weN, (nezavislgmi) holonomnimi vazbami £MS<’,A)=0 MheR (fee. tridy C')

Lagrangeovy rovnice 1. druhu (1775) -pro sousTavu N hmotnich bodi s holonomnimi vazbami

. g R
iy = ERRA) Do, 2 | v e
&e=A * ]
%(ZA\——D Feh Fie3y W@ = 3N obycejnych diferencialnich rovnic 11. vadu an algebraickgch
O\\ 2@ rovnice pro 3N+Tt neznamych funkei X;(1)=2 €3N, My(A)=2 Aeft

v inercialni vataine soustavé (kartézské souradnice) ziskame
pridanim rovnic vazeb a vazebnigch sil do plivodnich rovnic

é_(a_l__) _oL _ F(M\‘\' Zn-: n % +§:Tm Pokud vazby nejsou hladké pak se Teéne slotky vazebnigch sil obvykle zahrnou

AA\dK ! Ax T A ’Qa)\l e mezi zbylé nepotencialni sily. .
. N s \-\—ﬁéll_ "i’l C_l__{_ak}_é_l—)_ :0
&(i‘,/f)zo ’V&er& Vie3N Pozn. L'(XX,X,4) =L M/*& o \B7y) "B,
] . {CL(X.‘}\-’—)kl’rlf-,Ql(/ﬂ:O N“‘é = moy +7L4%%+71L%P£ = nmg,* o +21lva,
(%jzil/ IZ/Q(/L) 0 - m{. = 04-7\4%&4_47\221_ = O+N *‘9 =>7L,=0W;&,
o 20D _ _ =2 Y _ . > N=
o Emeaggaaf) hwzﬂlv{rn,(%) b %
y LR
}a-

oty UG R Gr glamp=0 = =)
Obecné (zobecnéné) souradnice % Aez’& — parametry, kferé jednoznacné popisuji moiné konfigurace
S R Y soustavy (lokalni souradnice na konfiguracni varieté)

X = X(F,H x: R R ! !

POZOR §=(q,,..qa) JiZ neni vektor, ale jen usporadana s—tice

A ~ . , R , %
X = X9y g0, d)  £e3N parametrické vovnice konf. prostoru (2 véty o implicitni funkei) A ('aa)zb
Y. i
funkee tridy C' 2voleneé tak, aby splnily vazby:

v 3 3
~ Pr. R v 9X
&@,i) =£&(§(¢.A\.A\ =0 ¥g ¥4 VhR N=/ R °h
A f_\ska\évm soucin yi=/
~ = »r=2
(5] ) ,
0= gfi = By %__ye: = V,{& é‘z(’ teény vektor k j—1é souradnicove nadplocha
% L Umvce lezici v nadploge \(’(;,Apo
[ normalovy vektor k madp\oée/{&(?,/ﬂ-;o
Pozn. zavislost na dase je dana vivojem vazby, v pripadé «

skleronomnich vazeb bude  x, =X @) YiedN



Lagrangeovy rovhice 2. druhu (pro holonomni soustavu Nhm. bodix s e N,nezavislgmi vazbami)

Lagr. rce. 1. druhu: Jﬁ(x D=0 ¥keX| prevedeme do obecnich souradnic X, = )(((% A SN
%—)L(%) aL _E(nel’) zMJf Yee3N | Tim splnime rovnice vazeb $$,i) L R(gAHD=0 ’V‘ﬁeen"(‘}’?’/ﬁ

Zbylych 3N ollfevewcta\\mch rovhnic vezmeme jako sloupcovy vektor a prenasobime matici $

vde g - (ax ok V. ,V/{)) je reqularni matice vadu 3Nx3N

'E)ch a% Pi R V{ - Flrep
baze tedného a movma\oveho pvosTovu ke konfiguradnimu pvosTovu MM? %_z
" Q’&[c%('g\;) g\;] _ cen ;7\& A gx pvvbnchs rovnio .
2% 9% YieR / > 3
O{heP) Wy '@i ) =4 {zh=0 Vi
J Y
( %[%Z(%E) gx] 3;? A 47l Q{i,i_ dalsich v rovnic ¥l eRt 2 / (6"

Vzﬁx V{l = Gy prvky Gramovy matice souboru NL.MV{")
dol €= dak(Cgq) FO &> ¢ je LN soubor

M(ax [di ) ax] g% (nem) an("xﬂ Zﬂ*é}m o Fnert /jZN

Tim je téchto r rovnic V%Feéewo Dale upravime levou stranu pvvwich s vovhnic. K Tomu vyuzijeme:

- 5 ~ . S>>
%: Alz%’%’i a?& “os %%f X=XGA &= dx ax % ax‘ % =K(§PA)

obecné souradnice a rychlosti jsou navzajem nezavislé

}

h g 2, 9% _ ok 4y SH S TE-) VR SR
4= R +0= = —= pravidlo kraceni fedek
39, a% 39 994 9% & 994
) o 25 -5 () - 120
ad\ ag, a%% EM&)% 0% \ a9 ok 9 \ a4 B%
a_%[d_(%)_%] _ cx_(a_L>_ _ AL ok _ (aww-a&dy(%)_@ga&-
2qs L 44 \3%/ o, dAldk)ag; w99y,  JA\OK dg,) % dhl\ag) B Ay,

_ (aLax)_&%, _aL Ak (QL oL
T ANk 33,/ A%y % gy dhlagy) oy

Lagrangeovy rovhice 2. druhu - neobsahuji vazbove sily (idealnich holonomnich vazeb)

r (hep) - jejich Tvar nezavisi na konkrétni volbé obecnich souradnic
(BL aL -
dL Z)%) 8% 0& Vaeb -vovnice pro proménné q,;,?i.z}',-,dosazemim 9:=8:(), 5}; =§.-(J), G =?4(i)
dostaneme obydejne difv. 2. vadu
Obecna nepotencialnisila Lagrangeova funkce (v obecnych) - neniuréena jednoznadné
o= B L aAy = LRG.b,X550.0 L=T+ &A@
d
pri Q;heﬂ:o plné charakferizuje holonomni soustavu s io(eé\mmi vazbami
Py, f vazby: ﬁ(ﬂl =m=0 obecné souradnice P 4 vz aa
2 D g dp=rteg-Lin=o x=JU mime L =g )y
¢l e \A= 4 P}S:ﬂu)uncf ~ 4 .2 2 '1.) )
o D= 4m( £l +A0F)+ mofldica
% m 2

LRLD 0= Q—(Qf‘e)— g-?‘; = S (m 1) - (- maldr since) = 2mm s i g e adl0P + g A A



Pozorovatelné veliding  (polohy, rychlosti, hybnosti, momenty, sily, energie .. .)
jsou funkce 2b+4 proménnich C}’f}’,/i na tzv.

rozéiveném rychlostnim fazovém prostoru TMx R kde TM=UJ M %,
LeM o
Tecw bandl  te&ng prostor k M v bodé b /7, . g,

Kineticka energie v obecnich souradnicich Tu§d
x H 4 ¥ oK, aX; o%;
T(3g0=TIRGE) = Z X =7 Z/m (3%% a,f_)(aa,, W 6/1) 7 2 ™: 39, a%%%

18 % 9k +_4_3" a%; % K ok, _ AT
TTamiag it TT2mgT st Y Z ial ok = 2 WG TG At )
“ ——’ H___) \./—\/w—)
3 G.4) By(G.h) v(g,4) P.D.
»pokud jsou véechny vazby skleronomni pak ?(5}.5}) _:‘I 2 @) q/ﬁ’z je homogenni stupné 2 v vq,ch\os’rech
. of _ grep , - _ ol ..
Obecni sila QS 3% 5 Obecna (kanonickd) hybnost 4% = 4’6(%"’ V= l;,/i)
. (nemusi mit vozmév hybnosti)
o (oL (hep BL »
Pozn., LR2D: 37.(52:}) Qé 3G, <>’fa a Pr. L= rmx ~2(%- 5% N) i = 3%, lmx oA, %rmx
Obecnd energie o E(?,‘;,i i S’_;-‘ch C Pokud je Thomoqemwi fee. 2. sTup\néav rychlostech q
(ma vozmév energie) 1 (véechny vazby jsou skleronomni) a %, =0 Vghpak E
8‘1‘ (A _A) =_ff+/0 je celkova mechanicka energie sous’(avq,

V'drr -
Integraly pohybu (zakony zachovani) —jsou 1. infegraly pohyb. rovnic, fce. konstantni podél trajektorie

Funkce I:(qv °VA\ je mTegva\em pohybu pro systém popsang pohybovgmi rovnicemi Rl o, (H” 0, pokud
pro kaidé jejich reseni c‘, t;,,ﬁ (fzv. trajekforii) JeeR tak, 3¢ Fhy= F(Q,M‘}mh =C ¥L.

f525,0-0 (acﬂ 379 aA) G 3y G0
L"'\J . J 3\* A’ﬁkm /
> 526654 Juy T

ovérit, 2e F je 1.P. znamena vesit LR2D ———
. , . . 1N N . oy I'd
Jako linear ni algebraicke rovnice pro g a fofo reseni dosadit do %{—. =0

Funkce F=F(¢¢,¢M e1.p. &= 0= éE]

R=0

C2

(421
Diale budeme predpokladat, e na soustavu nepisobi 2adné nepotencialni sily 1). Q-) = 0, pak lze
nékteré infegraly pohybu nalézt na zakladé chybéjicich proménnych v predpisu Lagrangeovy funkce:

A . N
1) das A L= L(f;.a;\ ti. a5 =0 —  obecnaenergie E = E(E?‘)é?’)=km\b{, jel.P.
AE _ o ( *>= (aL) [ ] [ _ab g a\.
FVERFVREIA UL dA{ag, i 84 % % 3% % L % al ac;a\l &%] L % =0

‘ e vijkon 3|\ O
Pozn. Obecna energie holonomni soustavy se skleronomnimi Le2p Yo" nepotencialnich
vazbami a konzervativnimi silami je konstantni. ’

2.) cyklicka souradnice % ken 1. % =0 — obecna hybnost /ﬁ* z//u?(?;, %3,/1\ = Bowh. je 1.P.

je sou?aolmcg\, na kfere

. & (oL (heP) _ dh _
Lagr. fci. L nezavisi H(afhj a% =0y =0 = v O . 4\*
Pozn. 3) %:0 > 5?* Qﬁm— 0 nenastava ' ~So



Teorém Noetherove (1415) spojité symetrie —> zakony zachovani
"Ke kaidé jednoparametrické grupé transformaci konfiguradnino prostoru které ponechavaji
Lagrangeovu funkci invariantni (symetrie Lagr. fce. ) existuje infegral pohybu. *

Grupou G je kazda neprazdna mnodina spolu s operaci (souéin)  *: GxG = Gspliujic:

4, Yo,bceG o-(h-eV=(a-f)¢ asociafivita

9,32¢ G ¥ael a-a=g-0=0. Jjednotka P (2,4) (IR/{C’:,'). :
8 Aim
3 Yoel 3,a'e 6 cto=0-0'=0 inverzni prvek 50(2\={(-m}n£ c.»i) ‘EG‘R}

Transformace (akfivni) &eDif(M) Je zde bijekce @f:M->M takovd, te &fa (¥)"jsou Tridy ¢
Tednoparametricka grupa transformaci M je spojity homomorfizmus grup & (R —>(Dif(M),0)

b1t >4 $=1d $ = §of ("= ¢
Znéni, které dokdteme:
Transformace (aktivni) \ Invariance Lagrangeovy funkce Vif} Vf-f, Y4 Ve
AT A fidy €, dok( )40 . o -
% %(Cy, ) CFA{?) Fce.jwdb& J (a%) 13(97.9?,/1,8): L(;l@.ﬂ,‘i/@@,ﬂ./ﬂ - L(?/.%/f)
%{?‘0)-;% _VJGA A \”/
Y S o s FX - > - a_l—__ ai;? \
= 4:(§,3,9 = q’ij(‘}’» _&% = _?q % Velicina :[(%%M Zﬁ %( a&L:o je1.P.

D&kaz invariance | = ¥¢¥3Yg v/

) L o
(ﬁ’AE) ®% @ q’A) (1 6 a”‘ . q’A)

o (5 9 = (3 )4 - 2—%(2%‘) it

O'aa

le’

f 5 al)  _faL _o (3L .afdQL_a\):a )
zeslabime pozaol/avktg,z e 0= ¢ _[ ~ H(a?ﬂ —5% MK G —a—?«a\izo i 'EIZ(I )
na £ =0 adosadime 2 LR2D g0 G4 £ R=0 R=0

1w RGEZMN=0 >  “-QM"=0 ¥ied QED.
. , ) ) .
Pozn. B@@Jﬁ\=EW§Am+§§]°5*GW) o=@:.gnﬂmxwﬂ[U$§iﬁ¥ﬂJ$»M1
€=0 3¢ [¢=p !
Infinitezimalni verze teorému:
Transtformace (Tayloriv rozvo) do 1. vadu v €) Invariance | dot.vaduv § AL \ﬁy"v‘/i
VAN _,_@3\‘&' . N = Q. - = %& =Y. (o -8—1'1 = 'aL 'L =
% % £)= £ ot %*Yaf. Ya 3t le-o YJ(Q() 3¢ s OGe L+&C}YAH ’
_Sta = +Y £ ; A \/
) kde _* vekforove pole fzv. - , ,
afa Ora Y CP geverator transformace Velicina % e 1.P
P¥. rotace kolem osy X%, ol Infinitezimalné
XA
x: =X4ME_X2M£ =(g£_)£ O XME ch"'AE') ’- x: =X4_x28 A
X\2=XIM£+XL%E (@_x‘v.) X‘Q=X1_+X.(£ 41-£ 0 o-A40
X, = X Y, =22 Jpuo™ (MueonE-dudime), = ¥ X, = Xg X' & AQV 4“*(400j
(a’\) ooA 000
Pokud % =02 Jsuo” Pozn. pivodni transformace X'= LY EAX
P > 3 A'aL - + M E LAY éo
LBXA) =L(EX4) = T =235 Y. =A% =406 +haxr0 =Ly Sp (M- 2 En /A (A:mi s Oj
(proinfinifezimalni do 1. vadu g ) o o A



Zakladni principy mechaniky —Jiné matematicky ekvivalentni formulace zakont mechaniky

«Diferencialni principy —urduji chovani mechanické soustavy (trajekforii) lokalné v okoli daného bodu

4, Princip virtualni prace (Bernoulli 1708—1117) —staticka rovnovaha systému Néastic:

Ko
Staticka rovnovaha (vovnovaina konfigurace) soustavy dastic nastava pokud XU = XU =X, = ( >

jsou souradnice véech Eastic konstantni. Vi Reovek \ Xoan
= "fw: 0, %‘{m:() A 2—;“% %5(’,,0,1)=0 ¥1=> 32’2’0"” 0 = uvaiujeme pouze sily nezavislé na ase
= :'!? y Fé < aE o\~
& X=X xm 0, MU =F(%,00=0 i3 > miuy=2 =S Axx)-g%‘@(x,.o)x}u.\+é—x§(x,.o»xi(/1,\=o
. A= =0 0
(A\ X(A\ +X UNA=A) + 5 2 X(Ao (4- /{o\ ... =X Xo omezime se na analytické funkce xr= ¢ 4 _}' 140 tdpmgonts Toafen 150
0y volnich . . N ) mep\ah to pro tav. flat funkce #1
(N2) 0 =FE,0) € 0=FX,0)d3:X Y ek Vektor 8% =X-X, je (virfualni) posunudi
v's\e/c:mce il (stadilo by pro lib. bazi R’ z VOVV‘OVé‘:?;“é polohy X,
¢ stadi libovolné male—infinitezimalni do bodu X

nemusi byt exaktni
Pozn. prace A= SF(x) dXje inteqgral 2 diferencialni formy &A@ = Fiiy-dX po kiivee 4 (kdy dz=410de)

musi byt malé (infinitezimalni)

Virfualni prace 5A %)= F(g’)o OX "'ZE‘BX-& Princip virtualni prace:
je prace sil pri virfualnich posunutich X, je rovnovaina konfigurace &> SAR) = Fl X0 8X =0
¥ax

Pozn. Variace funkce ,g {kxi f()u—éx, ﬁi A+ léx . 5%‘37 3%+ = B4 ¢ Efx b+ 5 SYGM) ¢
(izochronni 9A=0)

54 Lml.o.nﬂucaa/i[{(wéxk\ /{(x}.\-_\ 4‘ ’§2£

Tsou—li viechny sily konzervativni Typ polohy UIR) napv. Y U 13
- _ _BU(x) ak
FX)=-VUR) =-3% ) P - sTabilni minimum 3'U(X) >0 X, X N/

2o 3 < 2 A 5y = v N

=F. =-=='0X =- = X‘-_—’BU a4, : 2 S
Sh=F3 3K Z,, %L *labilni maximum  SOK)40 [\ /!\ l9
a rovnovainé polohy X,)sou stacionarni o , C s y o % >
body SUR)Y=0 pofencialni energie. rindiferentni  ostatni sv=0 — = |3
X X

dy vazanich — podrobengch holonomnim skleronomnim vazbam 4*{)?) =0 ¥ReR  Rozlosime posunutia
(LR1D) 0 =F(R,0+ ?xo,o gm,,v{Jl &> 0=(F+ ZMV{} 3% ¥SXeR

sily do sméru tecného

a normialového ke konf.
vtisténe Sl\:{,\ vazbové sily

. pr. Mvbodé X,
(akéni ) (veakéni) ;{nm 0 Ve {n(x,) =0 ¥hek SX=8¥+3X" F=FTp
— It - - = =, L -
&> 0=( fu FME/’I&V&).(BR‘uéxN) =( FT*'F")'éXT"'EflﬁV&' SXT+ETSX (y—_‘) 271 V&) SXN = x.\O) 5)&
. N P N T s YXTe R
(%) =0 v

zvolime -y jako slozky FYV bazi
normalového prostoruk Mv bodé ¥,

(V{ ..N{,J 5§T’V{a(*3=0 Yheft

Princip virtualni prace

SAR) =FR0:X =0 ¥R

Soustava &astic je v rovnovaine konfiguraci  XeMeR" &=
virtualni prace viisténich sil je rovna nule  §AR)=0 &2
,‘&(?,P 0 ¥ken 65(’-ij(7,\=0 prace viigténych sil pii virtualnich posunutich ve shodé s vazbami
je nulova.

Pozn. uvaiovali jsme pouze udriujici vazby a jim odpovidajici vratna posunuti (WX 3-8%)

5(, 8X
pro neudriujici vazby a nevratna posunuti je treba princip modifikovat 5A=F-8X 40 _/ i \_



Posunuti ve shodé s vazbou /£(5<’]=O {(5(’35?): (X, )+—a’\%‘ ax +O’(l§5<’|‘)

o \—v ”’M
=0 o {Z\ 7 -0 0 : 27
. , ] . v malé posunm‘l B - F
Virtualni posunuti = myslené okamzite PSRN M 3 \
o ) ’ ) (infinitezimalni) ,
infinitezimalni posunuti ve shodé s vazbou %52

Tsou—li véechny viigténe sily konzervativai FRy=-YUR pak 0= 8A=(-vu+A,¥ W) 8X =-3(u —7\4,) =-§0
a uloha se redukuje na hledani vazaného extrému funkce Uk vzhledem k varieté M +potenaiain eneraie

1. SURY=0 [{)=0 ¥AeR 6‘6(?.\/9 L 3% stabiln vazebngoh sil
%o =0 molljrmevem‘vn

Infinitezimalni posunuti holonomni soustavy s rheonomnimi vazbami L[i‘/i =0 ¥hek i’:?(a‘wi)
-moiné (realné) —4; dy +~§!dﬁ dx; = g—%}fo\% *d,l ({m&x Asahy = ,{(x B+ %dmg«%&h
(]
- virfualni 0= 5¥ = —J“—éx. x, = %% 8, Jz-s%.4) =4(x,m+5£»5x *.
v M o (3R B_'X‘ lze ziskat 2 moiného posunudi _
- skutecne 0= d4 ( _1)&/{' dx" - (&%?j M QA)CM' dosazenim frajektorie X; =X,;(/i\; % = %(/{)
Py | M) X, g(xhxz,)&) = Xf+xi—ﬁ/l\=0 Virtualni posunuti a virtualni prace
/CP 2y ,.-’M(b N R L S io ) 0 = 8] = 2x3x, 2%, 3, X "(Wf ) 3¢
K/ alhes Vo SA=(Fav]iaR = P37 +AVd 5K = 08k mgdy,
— /l:\\‘\." ¥ Moiné posunuti a prace o . TS0 virtualn prace ‘
¥ /1) . () % AU azebnich si
\ Vy\lyv 0= d£= 2x4d-X4+7-XzC}~XL’2;Q£dL d}( ( ) ld(f ( Cf’)!dL sku’feéﬁé py;(fe s!
X, dA= F+7tV£\ dX =F-dR +71V¥ dX =0 o\x,+m3dx1+ 2% A% F 2N R DX, = ﬁ“‘adxf'?\lueu

Pr. pro £=Aoed. 0=3A= mogdx, = -mg Minpdg = @=0T je rovnovaina poloha vikon vazebné sily® m—&
=T

2y d'Alembertiv princip —dynamicka rovinovaha soustavy astic podrobengch vazbam )VP*R'M: O WheR

. . > 2% > . n . v L, . = s v v .
(LR1D) MX = E(I,R‘,A) +R(¥,X,M = ]:(Zx*',iHZn*Viﬁ Zavedeni sefrvacné sily T=-MX umoinuje
=4 . . . . . .
8 zobecnit princip virfualni prace ze statiky.

M= Q)JO%(M\M-...N\%N) g*@:,ﬁ\= 0 VheR

F(x X, A) +Z71*V¥ IMX =0 &« podminka Rovnici opét prenasobime  §% = SR+
owovingsl kde STV]y=0 VAR 5K shama (VoL
viigténe S|\L4, vazbové sily se’(vvacwé sily ’
(akeni ) (reakéni )
(F-MR)-o%" +Z7(*V¥ OXT + (- MRV-ox +[( - MeY +Z7(*V¥ ] SX¥=0 Virtualni prace efekfivnich sil
o o <o YSXT BNz iA =(FrA-MR)- SR
efektivni sily =0 volbou Ay R KA R X

d'Alembertiv princip (1743)
N . 3N Pohyb mechanické soustavy se déje v dynamické rovnovaze
5A,g =(F-MX)-8X=0 Yaer efektivnich sil 1. ). Tak, e virtualni prace efektivnich sil
,&(;(, AN=0 ¥t XV & -0 je v kazdém okamziku vovna nule & Ag(XULXMXA,4) =0,

Pozn: vihoda—neni treba pracovat se silami idealnich holonomnich vazeb napr. drizicich pohromadé tuhe

teleso sloené 2 N hm. bodii: posunuti jsou pouze translace a rotace  Xa=R*Tu Rulckml 8 fﬁéﬁ*éﬁxﬁ*
N o . LT - u N

3A,{ Z E-m, %) 0%, ~E(E o X,) 87+ 8P T)= [Z‘ E-mxﬂ]-én’{z R (F,~m, X )1 ¢ =0

du=4

MT VS Yo%

Jsou nezavislé

0= ZN'E mX.=F-B 0= %“ X(E—mjw)—ﬁ:x(z E—mf,)=%?~x\§'( yli’wxmjw)?ﬁ't

&=/

9-
‘&



Pohybové rovnice (LR1D) pro neholonomni soustavu s vazbami linearné zavislgmi na rychlostech

vazby: r—holonomnich (nezavisljch) p—neholonomnich (nezavislych)
&(i,/iFO Yheft X(Vin---y&):ﬂ EOL,, K A%, + Lz =0 ¥l A=(ag) matice Typu Ax>N
RS

0=6L‘=§%—%§xﬁ-=vj[5§ LN. ¥ReMihy Mgk Bg =0 fdb  RIAGEY=4 ¥XeMn ¥
\ ' AGEAE TGN AL =0 < Rdh=d% | dA=0% dX~5%

d A\em‘;’mv princip AGASR =0 %aﬂ(méx‘. =0 Hef
BA, =§(E-m1§i)-8xi= (F-M3)s%=0 “

2= 0 ~ L ) 7 N 3K e Ty MA n Kere AGA) = Kase BERA
'{L‘(X’M- W&em}( VoxeR V{*’&:OB BE,A matice (remxd3N hodnosti mep

2 [\2e B A = SX = —
A(X’M?*-L(X’M 0 AdK =0 A=3N-1 BUNO: reqularni matice typulreVx(nef)
T
. e o 2 94, .9, 2
Mefoda Lagrangeovich multiplikatori: w) 5% '”5%»-4«4 §£N /6)(4 2
Misto v%jéd,?em zévis\u}cﬁ posunuti s\/oéek nactavime tak ?_4 % % : ¥
3x; pomoci  a-4 nezavislich z podminek (2) 2oy < AREEE SWNIEE i | W IS 0
a jejich dosazeni do rovnice (1) prenasobime B "7 Gpae s aan | | SXyy
. S T : : : 0
vovmce (2) Laqv;hqeovwl mu\’/ﬂp\lka‘(ourqf S, M”_':LM'M b f 2
a pricteme k vovnici (1) a nastavime Mg,y S~ funkce () ™
lovali koeficienty u zavislich 3 Ty by g\
Tak abychom vynulovali koeticienty u zavislgch X; (.;:4 .. '»_FA'P‘: .. 5 )
3N n A n £
" 9
0 =’§(E*l\m\,—)(;~ +th*5£f + Z’ e 1‘) = E;(E Z ‘%}“ + 22:'461:’0.12 )ﬁ.j -\:E:(E X +Z71*5££ {J?ah )5x
o - pa o AT BT
X4, Ok MEJSOU mezavus\e 07 é= 8K,y JSOU Ne2dVislé 07 vynulujeme volbou Ny a
U N > A EL] . N
Pohybove rovnice:  mi; =E+§Ml4 IZZ‘ L. ViedN ‘ﬁ(x,/&ho WheR 20, @A+ LXAN=0 ¥lef
=4 =, Lz
Véta o energii: //Xi /‘Z‘ ( %:?{fxﬁgﬁkw pro komzevvaﬁvm sily Ek;‘—a;;’" %= éﬁiﬂ
w .- U o) b 4 . N T‘ SN L4 : T
mX X = Ex; "’45471"18)(‘L X * lz=l4éLfaIix‘{ 2 = FX F 711. A % ({‘! ; 71,& 3L (f‘(!
0dvozeni LR2D pro holonomni soustavu: X, =%, (§.4) 5 X 3%5%

B MK, Suf ak; ‘ Y
0=58A= Z(F m.X,)o%, = 2_”24[,. cLA_(’O’* ﬂaq &, = g;[ a? ~ ol (ax )3%]5?/ jsou nezavislé
_¥S a_ e}._ aT 3X; + 9T & 3"“ o a‘ra_x_; + 9T (2% s

g;[ <89 od ax;a%) DX, d/i(a%)] & q[oj oA Bxﬂa%) 'ax(a%ﬂ&_?' Z[ a di(m}) @9] %
CL aT i‘)T (ne?) (hm 30 d ax = (hm 80 3)& BUBX _Q_Qi. =
o\,i(a%) Q ’V‘ €A Qf O& *Q‘;oﬂ=o‘ A eM Gx ﬂa_?‘: O dX; Y duL&BX :99;1 ax; M(a%\
A=3N-R
n =g BV 3% AU (ax\ d Q@UBX) o 30, (BU\
& (L) 2. g “Tirg ox3y ok aklog)” aL\ak3y) T oy adlag
di\ag,l 8

Pozn: Zaménnost variace a derivace (.Sx) = ——(x %)= X-X=8X = é(%}%) platiipro funkce %—Aé{ = 8%

predpokladame, fe variace x je olifevewcova’(e\mou funkei ¢asu, pripadné formalné definujeme jak plsobi operator éasové derivace

Jourdainiv princi ] L. Tourdainovy variace
UV a M PV CP O d3A¥ d\A.{F Jy\ +z F MX 5 Z‘(E_MAX}).QX":O 54A.=0 5X=O
1A

2volime ‘o

1

N g 3N . j Gaussovy variace
EvitA - ) 3 +Z’ R=m X)) 3, xZﬁ(E-mwk‘-)ézx‘-=0 3,L=0 3,%,=0 d,%=0

2volime™ O

Gaussuv princip 0=

Y|

L

4




Ustredni rovnice Lagrangeova — jing tvar d* Alemberfova principu

0-3hy = = 2(F-m)8x, = 5 3k - Z ik In= EA—M(zmxax\w(zmx) 3A- Gr(SEax)-aT

=4
\/‘)——«»—J \_’—r—J
FA virtualni prace akénich sil g: T
. _ . T - S _A Yot - oT
X, &%, (x 3% - %, M(éx) A(x*.ax“\ X:9%; = G (X .a%) - 5 3% ST+ 8A M(ax Sx,)

. v . S _\O _a_/;(_; R . P
v obecngch souradnicich: X, =Xi(o,,/1) Sx; =%, = BC};,&% T(§,9,4) =T (XG4.4)

@I a‘ax; 3\8)( _ axk e SA____
%% =5% %9 5%~ 3%, 29, 5= ? 39, SA=F3x=F q/a% 0,59, 8R ai
6\)) au

A= Q‘""’é Q‘Pm (;m&h (d/i(é)% aq) %= Q{;m&h cu(ac;, ;) ~ a%é?} 67 Q{W 3 o (%5 i)-30

her) d — ) T nep)
3T-50 +0i™"5, = 3 ( g%“ 5%) L +Q§ 39 =ga{a”%g%)

Pozn: diferencialni podet

Funkce privtistek funkce linearni ast priviistku = diferencial funkce  derivace stacionarni bod
— Tl K
{:fRé R Ai= {{X-PAX\ _g()() = A Ax+ 0o(x, AXAX d{ AGOAxX = 4(x\dx i(x\_—.dx = A(x) 4()%) =0
&pvo[sx»o i(x\ =X AX=AX X
- )= AR L(R"R) YK, _
¥;IR“—>1R AJ=¥(X+AX\ {(XX ZA(x)Ax + 6%, B X) AX)-\aX| 4 =Aa = ?; R 4y éf al 3% 0
¢ pro |1aXI>0 Yw1-dX ? AR=a8 =3a'<=4; VJEIIR

pokud existuje, pakdz 4(“ £d3)

EtQ

Variani podet  body — kiivky  funkce — funkcionaly
Krivka (Tridy rnelN,) je spojité zobrazeni @:lo,b>cR >R (1¥idy C"1). ma spojité derivace do radu n).
C ¢aky mn. viech krivek tridy = tvoii vekforovy prostor dim — +® A= =\B Sk =Fm-Po0

= ! (n) ’ X1 rm .
s normu <) mﬁ,’fl?(x\l,l?(X)',...,lcf’ 3| X kTevu} ozhacime C(o,l:) -IAq, = P (xr =)

WA G = Pd
: . . i o d
;((6‘?3-5(3%)

Caméaby = {feCeatr|@a=A A @Y=BY mp kiivek 2 A do ® A

(C?A,m@.m, -,C:,‘,Aa.l:)) normovang afinni prostor

o % x;dx L

Bud e Cupiads> pak prolib. Pelyqkay nazgvame 8% =-¢ eCy bk variaci kiivky ¢ s pevingmi konci.
C'<a ks> Cak) s volngmi kownci.
Funkcional je zobrazeni z prostoru (napv. vektorového) do realnich Sisel.

Funkcional 1:C%%> =R je spojity na kiivee fpokud ¥&>0 33>0 Ve Cio > 1F-%1<d > 1T@-TI<E

Funkcional T:C"¢ &> =R je diferencovatelny na kiivee @ pokud existuje spojity linearni funkcional
fim, 1G9 -106) - 8[80] _
15¢1~0 18I

$ IER&,,@ =R (vnazgvang variace Inakrivce YPznaceny OI(@Ytak, se plati

1 AL =T+ 89\ -1(e)= P [3%]+ o(%,5¢)- U3%I
— T okud ve vipodtu nize dosadime za m=
linearni Sast p\?iv&sfkuél(ff)[scr] é Fro 13711->0 Zaifjwemeg:as/;[o/uyc« ilzoyjc* =

roli variace k¥ivky &zdle hyaJe
Pozn: exisTuje—li variace, lze ji najit fakto fZeZ"m,L) Tey= I(‘?«“E 7 YéeR  8I)d¢) = I(‘P+£§‘(’]

di‘.

= Jirn {15 +£7) - 1(9) =gg;«%@ (7] + wolee 7 HiERl) = ggg\(ém + agn(6) (@ EHYN) = D) = BT 7]

£=0 £->=0

Funkcional T:C ¢8> =R ma nakiivee ¢ = stacionarni hodnotu (¢ je extremalou I) pokud 31P=0
- maximum (minimum) pokud 33>0 ¥¢e( @ > 1@-%1<d = T = T@) (Tl < T@)



A
Zakladlni lemma variadniho poctu: Bud ¢ («aly pokud YA e Cpuaty plati S%M/&m dx =0 pak §#1=0 Yxea by,

— %lx\to

,ﬁ——>

Dk. sporem _4 N Dale specialni pripad funkcionalu:
o X &

Bud F: =R t¥idy € pak funkcional J:C'td—>R, I@):= SF(x\?(x\.@‘(x))dx je diferencovatelng na C'<a

-
=

SIREe = 55, Teee39) = § ] Fin-ssear-ese)dx = § Soeenldp SGaIae dx =

&
%Eacf dx(gg“w) dx(_a_g) ¥ dx S[aCf dx acp\ﬂa?dx*' \5?1}

8Fax =85Fdx =

Kiivka ¢e C;\‘E\<0,Rs>je extremalou funkcionalu  J| ,

d_[dF _
&= acl,(x PO, P X)) — (aq,. ?(x)ff(x))) =0 |¥xea by

C(Am<o %>
2 obecnéni: Eulerova rovnice pro funkcional I Gpay=A
F:adrcRoR e C?(a\ B =B ODR 2. vadu s okrajovimi podminkami  P(A)=B
FRPSRC 3@ S Fofodads  3I)=0 » 87e-0=5%8) @ ek 3 -5 (3] =0 Wretals

Te—=li @ minimala (maximala) funkcionalu 3

pak 8@ =0 (£0)a matice ( )Je PSD (NSD)

Cracated )
* Integralni principy —jsou globalni, vysetiuji trajektorii v intervalu <f1,12> jako celek

— jdou zobecnit na nemechanické ulohy (elmag. pole, kvantova mechanika)

Fermattv princip (1662) — svétlo se 2 bodu A do bodu B &ivi po "asové* nejkratsi draze T). po draze

&

\A im. oo kfera extremalizuje funkcional 7 % % &

a=lag={ad_ 1 1
3l .d! 7,8 index lomu m=m(R) rychlost svetlac T(x\ N 3;001 SA s CXAM(XMI C§M(@(X)) ol dx
. . . B g % ) % Ik
H— =, Brachistochrona (Johann Bernoulli 16as) T('?PSA'M =SA%%=§ Ixz;;:dx ’S_ 1_;%_ dx
MauperTuis (1744) hypotéza: Kaidy dé) v prirodé probina Tak, e uréita velidina (Tzv. akce) je mlmma\m
Princie | _ | savange (1160) pro konzervativai soustavy E e O’HU(?\ %= Sf‘“‘
nejmensi @G §- q(m :'
k — Hamilton (1834 k fivni soust >z i
akce amilton (1834) pro nekonzervativni soustavy TG4 5- ST-UAL
. , , . . o \)(cPA.\ A,
Z ustredni rce. Lagrangeovy odvodime Hamiltoniv princip

budeme predpokladat, se virtualni posunuti jsou diferencovatelné funkee Easu 65;=5<7(/1\6C;°,<A“i) fvori
tedy variace kiivky G eC' LAY As aL .

)L+ Y Psg,dh= Y(sl-Qg)dh= 54;)dd = 5 =0
s pevnimi konci 8§, = 0=3G(4) § S e S * g M(a? ?&) [ ]

Hamiltonav princip:  Pohyb holonomni soustavy s potencialnimi silami v

Sasovem infervalu {AuA se déje po kiivee Ey‘(,i\(’fvajekfovii) na které akce

SEwl=§ LGmGm A
Ay

nabjva stacionarni hodnoty vzhledem k (izochronnim §A=0) variacim s pevngmi konci dqTA,)=0=3G(A,).

S5551=0 A 5?(,1)‘ . IR [gj g%t), g;] *0_‘ yieh  Eulerovy—Lagrangeovy rce. pro funkcional S

V8 L VAN v g =2 - - - 4
Gungo,A 0.D.R 2‘ valolu'on %i] o gu-d, =0,
s okrajovgmi podminkami

(3

* Akce je funkcional S: C(Q‘,Q\UMA5 R a nebot (;;2?) je PD, je trajektorie zpravidla jeji minimala.
47T

«Hamilfontv princip nezavisi na volbé obecnich souradnic

=t R2D maji stejng Tvar ve viech obecnich s.

N As Ay
* Nejednoznaénost Lagrangianu L=L+ QL&%}%Q- S‘=§lld.,i=$‘Lobi+ [fx@&\@‘ﬁ\@%\&ﬂ=5w > 88=38

« Lze zobecnit mimo mechaniku — potieba najit prislusnou Lagrangeovu funkei (pomoaci princip symetrie)



Routhova funkce —vylouceni cyklické souradnice Q

L .o oL s 2

|L| B4, 3(1Q|é|R;bn$|

necht L= L(‘_’;ﬁ. Q,/U 2Q = P=34 ‘}'. .Q/U =Bl (rovnice proQ) = O=6(§,£’f~,):}/i)
do 2bylych A rovnic %(g—;\—%\;‘ =0 ¥ied dosadime 2a QaQ fyto rovnice pro nezname 3.9, lze ziskat
2 Routhovy funkee  RGG,RA) =L - PQ = LEFIGFRAOD-PAGHRA)  (nékdy R=PY-T)

ktera prevezme roli Lagrangeovy funkce pro novy systém o Astupnich volnosti
oR|_3R_d oL ~aQ 20 oL 9L a0 -aQ b [d BL}
\ ~Pas ) (a«;‘ -P } o(/i( P374\) ( P ‘7) dd \ % 4= QFWPA)

_( ( oL , oL a8
ad\3g,! 8¢, ai ¢ ' Y% og; 8@‘ 2Q 9%,
Jacobiho princip — pro konzervafivni soustavy (skleronomni holonomni vazby a konzervativni sily)

99, aQaq

£

T jePD. kvadraticka

P=7T@ kg, UG

/ substituce:zména parametrizac

4 ©

S =S L(i(,n,f_;(i)) dd A=A} Glo)= 7,,1(1*))
4,

oA =A'dr 3= 7,,1

/=

oL

formav 3r v

=0=>E= 40/:‘ L =T+U= =fonad

& "novi" variaéni princip pro A+ 4
S L(g, kFivek g, A s funkei

T

N(@J

) e

E;B,‘IA‘) L(g, ,)A_‘ kde Gas 4
_ L) _ 3LA\ = 8L _Q‘x% /i’+L= _oL hr) =-p g L=-E je cyklickou souradnici, kterou
h™or "o 8%( A ) O« ot vyloudime pomoaci Routhovy funkee
R= LA A = (L-p) = (LoD = fgh = (LB = (F-0-T=0)A = 9T
)

T, k0
S, = {RdT = Jhgudde

e

§4kd%=§m:d'c =§$ﬁ?ﬁ? A = S\S' 2E-U@) VT, @ged, L dx =

@
'\I (0,30( % ar = SFE‘U(?\)'\I (q) do(‘d%
\_,-—-v_—ﬁz‘

T
SFE'U(%W T4l 4L dx = S\i—(r_—um,s)
F3.3)

Jacobiho princip: Kowzevvaﬁvwi soustava se mezi ko

zkracend akce

S, [3x1] -S\r(E—U(O,)\I T4, 4% =

oF _d
B% at 8(}

Sasovou parametrizaci trajekforie lze ziskat
pomoci integralu pohybu E=T+U = A1

Pozn. 2 Eulerovich rovnic

) 0 'V)éA

P¥. Tvar trajekiorie sikmého vrhu L=%m\(k‘+ff)' I\WX?S U= mon T= ';- W)"g)(";

’3:'3(”=?

B
S, = S*h(E-(m«x@ Qm(dx\”m(&@‘
A

paramelrizace B0 clry=Hdx

» 2 (13.T=x)
Eulerova rce.
, OF . E_
G-Ffag T i(F— 3’8 )-
2\ aa
=iy 4*2\‘"9‘@@
CA:._@— = g __, K-~ z Cl =

0}

;Q.LL/:

d
SJ:B—J_’; —5—-—-2 KI&C +_L = (x- C,\ -4(‘.4
K-4-&

element de\k%dﬂ v konf. pr.

?d“d?
s mefrickgm TemzovemTa(o()

nfiguracemi @, 8, pohybuje po kiivee na kferé

nabyva stacionarni hodnoty vzhledem
ATV VA

k variacim s pevingmi konci Sc‘;‘,{tmwo.

= §- cy(’c) ziskame pouze Tvar Trajekforie ( Theni cas)

A A _ 2 -
AdT .-.S L84 dL"S 5999 4o
5 12(E-U@) ¥, 12(E-V@))
Tm (%) E: T+U=M
Xq -
=S \SQ(E-M\%F& "im()‘.i.,a‘l)dx = WMS-\!-’%%‘B \i4+,&‘1dx
Xy % . ]
konst. Fo)
g; :Lix(’é’a) 0 protoze 3%:=0 prejde na
F aF \\ BF ) ap)
gra'a' 558 Tax (’a 'g»; '&dx ag) %J:g; jx ag

5 )



v . ’ .

Resﬁe\ﬂe MOde\q- meChaY"kl‘» Pokud sily ktergmi na sebe Tyto body plisobi nezavisi na
. ) . ) . | ) ] . lilei o

1) PVOb‘ém dVOU “,e‘es - |20\OV8V]3 SOMSTa\/a d\/ou hMOTW%Ch bodu rychlostech, pak z omezeni dangch Galileiho principem

velativity plyne, 2e fyto sily jsou konzervativni.

Izolovanou soustavu dvou Téles jejichz vzajemné silové plisobeni nezavisi na rychlostech a spliuje
3. Newfonlv zékow m&éeme popsat Lagrangeovou funkei:

LR, KX, %) = 2 m X + T Lo, X - UO% - X)) Infeqraly pohybu

A Ly Fod Dt 4 2 2%
P = (m, %, +m,X,) = MR a1 =0 = E=gmX +Tm, X + UlIX-X,))
B A, anete R fas > Bemfem,
my iy Teorém L=42
- O N
Noetherove  X. = $®X, = L = Xxm X+ X, xm,X,

§=%=¥M /Sdi = §=%A+§o
R,= ,%(M,Yp- m,X,~ Bi)

Prejdeme k souradnicim XX, — B,R o
i NV
_R, m, X 4_,,,‘,‘1)(2 . =.R. . it m, vovmor/wevvawmocam pohyb
_""“_,",4,,,,,,,_ v M z, f’ hmotného stredu
7 =%,-X, %, -B- _"%4'1 Celkem 10 nezavislgch infegralt pohybu
N s o s, o D 2 > B0 . 4
LR AR = 2 (ReR) + £om( - TR - UOR) = 4 MR +§ PULRT (RN Pohybove rovnice
N redukovana hmotnost @ MR =0 U
. . . = i = o _ -9
Cyklické souradnice R P= o~ =MR Konstanta (lze vypustif) t 3
Routh funk ~ _ 1 2 > 4 _Ez A, = _ﬁz A _Pq y
outhovatunkee | =) - R-P = M I CUIR) - = -7 7 T URI)
2) Pohyb &astice ve sféricky symetrickem potencislovém poli
> - e aL_ 4 2 k=4
LR = %txﬁz- Ui Inteqraly pohybu =0 = E"—l’*ﬁ + U(IR)
prejdeme k sterickym souradnicim pro kieré = '5(2\)1. > L= thl)l =konnd
0sa 2 mivi ve sméru L pak Q=12-\- 8=0 e 'L = RJL,L =0
A . pohyb probiha v roviné

L= %é;\(ﬁh 78 + eantd @) - Un) = %f‘ (R*» 1 6¢™) - Ul

jdouci pogatkem a kolmé k L

2
Cuklicka souradnice ¢ g; O = 4¢= (M'L(F =, =f=Koad = ‘r’-égz CP(L\=5't5;acM. +@

Routhova funkce Efekfivni potencial

~ N . 2 2 .
L= L_cf’fl‘r p(n » gn.,) U(rc)-—L = ——p-n ——'Q—-U(n)=—gm U,#(rt) U,g()thU()z\*r————féu_(t

2
3) Pohyb konzervativni soustavy s jednim stupném volnosti

I_(cw?,\ = %T(@ti} -U(g) Integral pohybu g—l;: =0 E=T+U= —TE C‘, +U(g) = Kool

U(g) ' S0 K &
" 2(E-U(9) 5 (i/ + J(E- Uy ¥ Pohyb je moing pouze tam, o[eU(t') E

T T : Pocatecni podminkyq,, E

Finitni pomb/

po’(enma\ova
Jama

znaménko urcuje smer pohybu

=4 _T@ _ T ¢ }3 _E|

2(E-U@Y)

Infinitni pohyb

. pot.

D val

}—-—~3 veseri  pomoci intearali g N :
+ ) = T | Tesenizapsane pomoci infegra 9, 9, g, 9
A j 2(E-06Y dg+4 fzv. Feseni v kvadraturach /

,}500|l4 obratu U(?‘) =k

Pozn. reseni pivodniho probléemu dvou téles zavisi celkem na 12 integracénich konstantach, kieré jsme
pouzili v tomto poradi ﬁ)ﬁo.‘ Le(0,60),%,; E A



Retitelne modely mechaniky

1) Problém dvou téles ~ izolovana soustava dvou hmotngeh bodi
Budeme—li predpokladat, e sily ktergmi na sebe tyto body plsobi nezavisi na jejich rychlostech, pak
2 omezeni dangch Galieiho principem relativity plune, e Tyfo sily jsou konzervativni

Galileiho princip relativity—vy3aduje invarianci pohybovich rovnic vzhledem k grupé Galieliho Transforaci
Galileiho transformace A,eR 75(‘,,6 R $eS03)

dX 2 32 X, % af .o
N ~ J’%(ﬁsx +VA*X0\=$CC%*V=$%% +y
AzA-A, A=A+, 12 2 T
T 2 bvd D 2 2 u =3 C_&_%__
=8 (X-VA-X) X=8X +VA+X, VY i
Pohybové rovnice
ﬂhw)-z,,: EAGZN;YMA-) U"l&="|2 - mg, i; = $Ep (i,yg,x> / $T
mo-):(:w Fd: (i', :XE »Z) = E-{l(-‘x;l-iﬂix) Q $TF (X pr \

= Fp (SR, SR VoK), A-4)

t P
Invariance — rovnice se pri fransformaci nema ménit Symetrie viudi Vdesom ¥VX <R ¥heR
(pouze pribydou vinky u proménngeh) Galileiho transformaci
Protose sily nezavisi na rychlostech stadi vait V=0
a) Translace v Case

$=14 %=0

Y

E‘;(iy'iﬁ‘,&\=r“’(§“"ibl/{‘+/(-) V/LQR = Eﬁz E/&(i KA)

b) Translace v prostoru

EP(Y‘,,YB\ = Fj,,,(?;?o, X)) ¥X,eR Piejdeme k novgm souradnicim
5=1 Rop® X *p I ]
B %%, Bl R) = G(Rup K -25) YR > G=ClRup) @ Fop=BpFun)= Eplfr )
c) Rotace
%=0

$’E;(ig =E R  ¥8eS0® R Rl = 1S EAERN = EL (STl ¥8¢50()

",ale pouze na velikosti T IRa@p)l = 44.#(\?(»\)
oznacme $(¢)€SO(2) matici rotace o uhel ¢ kolem osy

velikosT sily Tedy nezavisi na sméru

)—'zo,ppak $(%) l:(:uﬁ = ﬁg.p = $r((f) ﬁwp ‘V‘?
rozlozime silu E,olo sméru Tua sméru kolmeho na  Tgak

4= L= SO E(S0T,) = HoBalp =08iReg* LBOF = alpb$i01]
AU-S@V=0 V¢ = k=0 = E @ =afty = *{,

(lmpl)ri je izotropni (nezavisi na sméru) a
0‘3

centralni (mivi ve sméru spojnice)
Centralniizotropni sily Fi) =£(n\ﬁ' jsou potencialni

=g OR(® _ ai{ Xp — 1 _ 0\ X A o -
()'CoL F(n)» lé‘ﬁ o% £ ‘J‘“ . E X&-r {(w.\ 8&‘&) = 5,'3'& (((R\ fl‘X& +£(n)§61‘) = = JU=Uln)
> =L _du(m _ s
F) = - gedUin) = - S2m B = -3 =~ U S = - U = Uy ()= 7Ly ()
__BU,.,;.(R.,B) \ Mg 0 OMup _ _ 30, 5(Tup)
o) =-S5 b 22 =- Uyt 0 = S

3. Newlontv zakon

.F‘:,;(Rw“\ =- EM(?LM\ = d%(nap\ = M,(Tlaw‘ = U&p(“&p’ = Unm(n\*ﬂ\

Pozn. Pro jednodasticovy systém plyne 2 Galileovské invariance pohybovich rovnic nulovost sily

Pohyboveé rovnice musi byt invariantni vici Galieliho transtformacem pouze pokud popisuji
izolovanou mechanickou soustavu.



Izolovanou soustavu dvou féles jejchi vzajemné silové plisobeni nezavisi na rychlostech a spliuje 3. NZ
muzeme popsat Lagrangeovou funkei:

LR KX, %) = %nn,:if-"ziﬂni)zz- U= X,)) Integraly pohybu
aL

= . = — = =) =4 via 4 Vi ¥ -X
P = (m,X,+m,X,) = MR 2A-0 = E'2"“4xl + 7 my X, + U= X))
= mXrmX, M= e, symetrie R =X +£5 > }-5= rmf}mf,
my+my Teorém A=42
- — =) - ad - e S =
2o - = 4 = . = = X x
R= % =Xant [§dd > R:—Eu R. Noetherove X, = &®X, = | j« oo X+ Xy xm,
Prejdeme k souradnicim XX, — B,R s R=H (/m,Xp- my Ry~ PA')
n v ’ v v .
_R, X, +m, ¥, % R it - f’ vovv;on/nevw vamocam pohyb
s ma M 2, hmotného stredu
7 =X,-% %, =-RB- "":4_4_3 Celkem 10 nezavislgch infegralt pohybu
2 . = T A 2o 2 N , .
t(-R'ﬁ.Rﬁ) = :J{..’W(R“'%R) *‘;TML(R—"“%‘ ) = UGi) = “MR +7 mrjlm, P -URD  Pohybové rovnice
[ —
. redukovana hmotnost MR = oau
. . 2 dL_ = =
Cyklické souradnice R p= 2z MR Konstanta (lze vypustit) t R
Routhova funkce § -0 BB = AP 4,2 P 4P 4
outhovatunree 1 =) - RP = M I CUIR) - g = -7 7 T - URI)
2.) Pohyb Sastice ve sféricky symetrickém potencislovém poli
> - - 8L_ 22 >
L(R,1) = Tt&ﬁi- U(I1) Integraly pohybu 5770 = E’—'i{*ﬁ + U(I7)
prejdeme k sférickgm souradnicim pro které ' 3(2”1 > L= R"C”’“ =Kenad
0sa 2 miFi ve sméru L pak Q=12T' 6=0 <50 RV = ~ly =0

7AS

<2 O Y . h b b’h/ . v
L= g-ék(ft"ﬂ'(’e + AN G = Ul = ip(hl'rn"‘(f")-()(n) pohyb probiha v roving

-
jdouci podatkem akolmé k L

i

Cyklicka souvadnice ¥ g; O = 4¢=3 oL —ékfl ¢ = Ly =f=Kond = ('f—enl e = Stmicu- %
Routhova funkce Efektivni pofencial

T =T ¢ fz _f2_4 a4 2 - [L
L=L-%pe = 7 (R w) Olr) Al il ﬁk‘— Ul = 5t U,{(rt) U,g()l\ = U0+ 205

3) Pohyb konzervativni soustavy s jednim stupném volnosti
L(“V".T/‘ = %T@‘V -U(g) Integral pohybu %li =0= E=T+U-= —- (1,35‘,"-\- U(g) = Kenad
G 2(E-U(g) 5 6 + [(E- ) U(?) Pohyb je moing pouze Tam, kdeU(?) <F
T q/ T

Pocatecni podminkyq,, E

Finitni pohq,b/

poTemma\ova L pot. !

Jama val

reseni : i 4l l N :
v ) = \ @ | Fesenizapsane pomoci infegra 9, 9, g 9
/{ 5 JZ(E—U(‘;\\ dq’_\- °  tav. veéeni v kvadraturach / ’

,%ooltg obratu U(?ﬂ =E

znaménko uréuje smér pohybu

4= T(fy\ 3
4 2(F_-U(q,\)$ }S d

Infinitni pohyb

Im

Pozn. veseni plivodniho problému dvou téles zavisi celkem na 12 infegracnich konstantach, které jsme

pouiliv fomto poradi B R, Ce (8,6,0),%.; E, A,



HaYYIiH'OVIC(V ‘FOYVYIG“?YYIUS (pro holonomni soustavy a potencialni sily v obecnich souradnicich)

Pozn: Kanonicky Tvar obyce jngch diferencialnich rovnic %1 =§%?¢' =¥,;(x,34,...,gk) Yieh

s o L s FL 8L _ A ) R
LR2 a%ath %) 69, 6? 9’ Z')ABC' 3% = O ‘VAeA %____ Mj VS&A
“ “-‘x & 5L 0 (“-“)»[ gl‘:v —2?/1_]57; - a;La%”]/ Ve
Tinak ddi= (a%a‘i)\ Ka%)\* : -%
_d (aL\_3L _j I Y Y . )
0= deaq\ =h; 7 s aq‘-("r"%'ﬂ % %("/ oy Yieh AVODEI?. vadu
4\ A prechazi na
h ‘ ? Vieh 28 ODR 1. Fadu

G, q,(z} A4

Prejdeme pomoci fece. L od nezavislych proménnich (Q«q/ A) '-—> (0(14\' A novim nezavislgm proménngm
a najdeme funkei H, kfera zprostiedkuje prechod zpét Y a pomoci ni zapiseme rovnice.

Legendreova dualni fransformace g:IP\-*fR 4=<{(x) (konvexni) 4(x\>0 ¥YxeR &
(1\:4\3“-%(4\\

é’ "_ oﬂ _I inverzni _ d -7
X l%TEF =dx :((x‘ funkee - ka e }+ ’ 4} DHJ”\}
X 2X=3FP=9% a)=x d dg=xXd \)
/fl ATSFA &_% g ¢ { [ CI% h F 400 = [4.‘3%\}
w27 | Ai)" =t
dlfzg) =df tdg=pdxrxdp=d(pr) = {£g=pxskonst. O |
o 7 5 "0 X
44 = = (43P - Jop) J»={og) . LH
4,(”: ;(ﬂx 7—306 gm: %(f(x\) Jﬂramswfovmace

Legendreova transformace Lagrangeovy funkce @ f—v L X -»(i,"’ % - a—‘; f —>Z 9~ H

A = . D S aL
1) Obecna hybnost 4. = % 5;,‘}.A—) = ‘K‘ﬂk(%“"{\ l2e pokud del a%\ M(%yﬁi_‘jho i5
essian

e ~on a R D Nt (> R
2.) Hamiltonova funkce H(ﬁ}' 4\ % 4\30{8 -L= E(?,CP(%;\,A),A) kde L(OM\)/D = L(q,,t}(7,4.,4),/f.)

™ obecna energie v proménngeh (K4
3) Hamiltonovy kanonické rovnice (kanonickg fvar LR2D)

nema dynamicky obsah, H He z = H(3 o =F(i@c
sa:il.a 6(«' = g;j Je ekvn\j[a\emm%oleﬂmcl ? L} ?)4\ b 'f‘ H(Q{ c}l /D H(C%'{\(QYQY & A-) E(%? A
obecné hybnosti ,; oL _s (41 /\) 34\1 ?/ H ah ?’ aH _oH Z:)_/é —-oH
V,Lé,g a(_;, 87 b% t}, (] aC}/ ?« (] ach afa 67 BO(L
I . oH ma dynamicky obsah, _aji . 8,'\-___8_[;__%34\' _aL I_@_H______é_]:_______l
cada 4“_ =- a?‘ rjl\r\/;?;uje Newtonovy ol al (’f‘a?’a )“Lﬁg% ) L_?i.a T 24 : Y c;@”;, i

P¥. Konzervativni soustava (konzervativii sily a skleronomni vazby): L(t‘f,’,c;‘,’,/.) =%T§*@)%%— U(t;,)
obecna energie [ =4 —T*(t;,)?dﬁh U(ty) T=(Tj§(§’)) symetricka pozitivné definitni matice
obecna mb\nosT
= =71 “, .'i__. =..A_- ; : _ hy =~
4‘£'8?; 2-_';** a*%*ﬁ»"rﬁh 1 -E»%* ;,L‘kg) =T % /(T 4)3; = (T ) A=T ) KT\,‘% %

Hamilfonova funkce

H=IA—5 (T ),JT etk 4‘1+U(QY) 3‘ B"'f";‘ﬂ V) = 4 (T")*a’f‘ 4\3-\-\)(3/)



Konfiguradni prostor M — polohy systemu, dimM=A  souradnice @ s Ga)
Fazovg prostor I — stavy systemu, dimM =24  souvadnice (%...,%4\4....,1%)

Pozn. hybnost *klasicka® (kineticka) I=rm5(’ vektor X hybnost obecna (kanonicka) 4; =a—;}‘ kovekfor
Pozn. Geometrie tedng prostor dualni vekforovy
Rychlostni fazovy prostor KM v bodeq aL prostor kTyM Fazovy prostor
(tecny bandl) M = 3¢t M (kotecny bandl)
TM= UT?’M Legendreova WM M=T*M-= UT M
e Tvamsfovmace c"GM
Lagrangeova funkce Hamilfonova funkce
L: TMxR —R §'= % H: M«R—R
Hamiltonovy rovnice (dynamicky systém na tazovém pmsforu) Vektorové pole (hamilfonovske)
. _9H = oH
h=oh d°a-a/, b qisdb =g +Sldd | % _8_\;_@.__3_&2_
, 4 D 0% 8y
N (hed )= m-chu SONRSEE
4“ - B% 4l d/L 4 4\ 3' bazicke vekTow, tedného
Taylor do 1. vaolu vdt => numerické reseni prostoru k fazovemu

A . , . _ _ N prostorul” v daném bodé
Fazova Trajekforie —je reseni Hamilfonovgch rovnic (6"((/1),4&(/{.\)

—Je uréena jednoznaéné podatecnimi podminkami q:(o)ﬂ_ﬁj;(o\ =Z,

—kasdim bodem [T prochazi pravé jedna fazova frajektorie

—je integralni kiivka pole Xy parametrizovana Sasem 1j. jeji fecng vektor v kaidém bodé @ fYe X@f)

Pozn. Hamiltonian H (resp. pole X,) je generatorem dasového vivoje =foku vekforového pole X,

Fazovy portrét — obraz na kterém jsou fazové trajektorie pro véechny poéatedni podminky

(zobrazuje Tzv. hamiltonovsky Tok — Tok hamilfonovského vektorového pole Xi

P¥. Harmonickg oscilator  Llq )= —2-nmo( 4/3.(1{ 4= acy =g —= q,—-/& H(or p= +%}]g?‘

Hamiltonovy rovnice Fazova trajekiorie Hamﬁomovske _ (;@; \

c} 2‘2 é .vese\ni ?(,[) A Cons .\\__‘/(_ +B velk’fov,ové po\le H .&?

4=- —°{ = -hg Q' =0 AN ==V A Men ({;AJrB) Fazovy Pi:lfff

A7~ A=4|E
Integral pohybu QME 1”/7, \A& \}—;
aL _ - _ LS 1— kS 2 - X
3L=0 = E =Konst. = H =Konst. —%\1—%‘7‘—\3 ﬁ‘g*%\:: 4 R, A g
£ \ =

Poissonovy zavorky a Integraly Pohybu

Funkce F=F(@f,4) na fazovem prostoru se nazgva infegralem pohybu (1.7.), pokud pro kazdou
fazovou trajektorii (‘5((,1\ ,TL(/m existuje konstanta ¢ e R1ak, 3¢ F(a"(,{) ,?Z(,L\ N=¢ ¥A.

dF _ oF _oFaH _dFdH a
Fiby= =F@Ew,fd A =C &= = 0=3;~ §L,{ 3%07 4\ 4™ 5,00 5.9 " oL F {FHE“‘
-

Véta Funkce F(§,4,4) jeintegralem pohybu pro , aF
systém s Hamilfonovou funkei H@,%A\ =7 {FHY+ Yy 0




Poissonova zavorka difevewcovafe\m@ch funkei F G Pozn. {.,.3:C(MxCT(M) —= (M)

na fazovém prosforu {F 6l = z oF D6 _3F 36 Vektorovy prostor hladkjch funkei na I
(09 %h 409, tj. fei, tridy C nall
Vlastnosti Poissonovych zavorek  ¥F,6,F §,F eC (M plati:

Linedrni algebra je vektorovi prostor V

1) aMis%meTvie {I‘_, G‘j =- {G, F,} = { F) F} =0 vybaveny bilinedrni operaci :Vx¥s V.
2) bilinearifa {C,E*'C;F,,\G} = C,fE.G} + Cz{E,G} VC“Czé R Lieova algebra (C(M), £.,.1)

je linedrni algebra jejiz operace je
3) Jacobiho identita {E ) {E;E ]3} * {E;{E;F«- }} + {E)iﬁ.ﬁ}} =0 imh':gme:"y/’cfé a spjlﬁtjjea;;cobihcj identitu.
+) Leibnitzovo pravidio  {F- F, G} = {F,6yFK +F-{R,6} Poissonova algebra (C""(p),{m},.)
5) derivace podle parametru a,L {F 65 {Z‘)IL ) G'S {,F, al k Asociativni algebra je //'meémi)-

algebra jejiz operace je asociativni,

b) fundamentalni Poissonovy zavorky {96,y =0=1f: 453, {%I,f.&}

Hamiltonovy rovnice q, {%H’; 4» H\HH]} Yie A *0(*,4. Jsou’(zv kanonicky sdruiené proménné

Pozn. @ M. pozorovatelnimh,B privadi samosdrusené operatoryA, B na Hilbertové prostoru stavii (kvadl. int. vinovich funféfz, )
Jejichz (redlné) v/asfw hodnoty odpovidaji mevitelngm hodnotam velicin, tak ay={ABy =  ikC= (A;é' E“;\) = [&,%__\
e = Ay = C- { MY (princip korespondence ) Xe= —%‘: kvili rozméru (7.s) kmoy
napr. X, “"’X ()= Xy Y o f&("r‘-uﬁax“}" X L&I .4.2{0“ H“i”-—’t AY (&%-4) kvili samosdruzenosti

Poissonova véta: Poissonova zavorka dvou integralt pohybu je opét integralem pohybu. LP. tvori
Lieovu algebru

Dk. F,F, jsou I.P.pro systém s Hamiltonovou funkei H % = {F H3 + Ok =0 A=42
HR.

A R N AN S A S AR IR BA L
={8F, B H- LR HY RS- SR.ERHY = HERLVHI+ {IHEL R+ HEHYLRY =0

Integraly pohybu snadno najdeme na zakladé proménngch kferé chybi v predpisu Hamiltonovy funkce
) sas A H=H@E, 1;) 1]. %“ 0 = O\A\ 1H,HY + BH =0 —> Hamiltonova funkce H=|—|(¢7’r.f)=hhst.

oH
g,

Odvozeni Hamﬂ’rovmovugch vovvnc 2 Hamilfonova principu -—vavuace kiivek 9,(,1) v konfiguracnim prostoru

0=85= 5SL(0,,°,A\cM. SS (g~ HGAANIA = S :5f* 434~ 3iog, - S sl -

pro V(‘ —

éqt(i\- 0 nezavisle pvomemme - c}./i.('i"é%l /fl &7,4- = Pracujeme v proménnich g, c;, a a3 pri zapisu
' vislednich rovnic pve)deme odg 3. C} \q’,;

ic‘i(/i\=0 _S [( 4‘. )é? 1.(% )54‘ ]d,{ + [% é? ]/i a zrusime tak svechy u{

2) cyklické souradnice 9; 1 =0 = 4, = Konst. obdobné pro 44 1). 84. =0 = % = Konst.
3

" g}_—. . ) k/\___, o Variace 34, a§4~ nejsou navzajem nezavislé
* V] <’LLVP vzajemme =0 primgm vipoclem =@ co? nevadi nebof koeficienty uB/L Jsou nula.
0 nezavislé @ derivace pevné konce

Modifikovang Hamiltonily princip na fazovém prostoru — variace kivek (g, f(4) ve fazovem prostoru

Ozé's‘:&f(/‘\i?;_l_‘@i'm)di Eulerovy—Lagrangeovy rce. pro funkcional §(a\<ci na fazovém pr. )

h d (9F\ _ Q_F__ - _CL_. = ‘
g%iu-o—éfim Fig 444 0= ﬂ(i‘;) a% a1t a% hi* 3? 7
_ nezaws\e proménné F _ s __
64‘(/1\ 0= 54"('1\ reni nutné (84\&) af& =0 8‘3?‘L+ a ?’d’ 64\)! = (1/3 a'fd

V této formulaci 2adiname s akei S nal”. Variace 50, a 51. povaiujeme za nezavislé, stejné fak proménné (7/,4t které jiz nejsou svazav
definici obecné hybnosti, nibrs jen Hamiltonovgmi rovnicemi. V fomto smyslu jiz maji obé sady Hamiltonovgch rovnic dynamickg obsah.



anonické Transformace | ‘
K storm Pokud najdeme fransformaci na I

Pi. H=HEA 4, =- % =0 = p(h=oy Konst. kfevé zachova tvar Hami\fowov@c-h
Viex . Com rovnic a prevede H na fci. nezavisejici
“3 4 =w (L) = (D = SW(W by "% na g Je uloha vyiesena v kvadraturach.

Pozn. Bodové transformace %-‘-‘?J(O,/i\ ’7‘363 konfiguracniho pr. aufomaticky zachovavaji tvar LR2D.

Hledame transformace fazového prostoru I, kferé zachovavaji tvar Hamiltonovich rovnic

“ %=9:(§,PA) Yiek tvidy C° tak, aby ¥H=H@GLDeC(MR) 3 K-K(Ei PAC (MR
) v T , . —é‘_(_
4. =4:(8, pA) invertibilni ’—MPO tak, Ze Y (@, £4) na Moplati g, = a% o Q= 3
Jacobian ,k = gH Pa __:_%5.
Hamilfonovy rovnice |ze odvodit 2 modifikovaného Hamiltonova principu % L
4
S = 53(4\? -H)d1l=0 54}%) =0 =JA(4,) oba funkcionaly jsou definovany na stejném
A »—26»—1 ” 50! §f‘ nesavislé prostoru krivek a .maji—\i popisoval s’fejhou ulohu,
A ThTt, musi nabgvat stacionarni hodnoty na stejngeh

BS BS(PQ K)dL=0 éQM,,\ 0= 5P(/f4¢) k¥ivkach (pouze popsanich jingmi souradnicemi)

"‘%’6‘3‘55 B4 50 3P nesavisle fo nastava v pripadech:
0y §=08 2eR (PQ-K)=2(pd-H) Skdlovani  Qy=wmg,  RG~K=pvfd= K= Apg:—H)
A%0 tn-,\)eiR B=v4; S A=y A K=pvH
f, §=5:C CeR  (ihonmfuncs) IF=F@BAECUMR) i = RG-K + LFOPA

Transformace () prokferou 3 F=F(b',f>:,1)ec"'(r'x R) a IneR fak, 3¢ ¥ HeC(MR) IKeC(T<R)
spliujici 71(«}1;‘;;-"]")=)§Qé‘ K«-%ZF se nazgva 1. kanonicka, pokud A =4

(lze ziskat jako

y/ 2. vozéivena kanonicka, pokud N #0,4 1.+ &alovani)
FGeh = //.dqr,. CLQJ+(K H)dA 3. u3éi kanonicka, pokud M=4 % 0:3—;&— (beadasova)

predstavuje vovmost dvou diferencialnich forem zapsanich v riiznich proménngeh
upravime bud levou (=>wytvorujici fce. ) nebo pravou stranu (=>kriteria kanonicénosti)

Vytvorujici funkce kanonické transformace — je funkce vytvorena z F prepisem (nebo Legendreovou tr. )
do takové sady proménngeh, kdy V’({EA je vidy jedna z paru kanonicky sdruzengch proménngeh pr

ponechana velka (nova) a druhd pievedena na malou (starou). Clyii zakladni druhy vytvorujicich fei:

® ggg; i @ vytvorujici fee. 1. drunu  F = E(Q?,G,/i) =F(q, S/i) kde ﬁ""ﬁ(@,d/ﬂ = ‘E%‘ +0
—-Tﬁ-:--—‘)-- O
a4'd = SF
ol 5558 o d-ﬁ(q,Q,A)=4«ido,‘-PcLQo+(K-H\dL g 3oy Jrad
S a 4 _ \eda e—li transformaci danou fcify  predstavuii tyto
® QE;.‘%, ? F % Vied 5Q P VQGA Cﬂahjdeﬁmcem% aﬁm ' e
-—a?ﬁ: -a-i-- +0 hledame—li vytvorujici fei. pro danou transformaci, je
0 %:%ﬁ, ® K‘:H"'éz transformace Hamiltonianu Webazapsaf%ﬁ jakofcéi,a a vesit parcialni dif . vc
o o= L A A = 2 aF — &F an
@ R=RGPAO=F@PN+RG=FRQ 0Q-06p0«|3%|+0 E aP:’QA K=H*a1

CLF'-'d(Fz'%Qa):‘«‘dC} Pan*'(K’H)d-A VdF(a,,PM of\qu QJdP‘F(K'H)d/{. Legendreova Tv,?ce.E
® REOD =F-pge Sheg Bep ORGAH=R-490RG =% TG



Kriteria kanoni¢nosti — nutné a postadujici podminky pro kanoniénost fransformace: .= q,,_-(a,-\i./i\

- - 39, N B 4‘1 = 4\4(6\]3;A-)
_’/\zd?a:‘Pé ClQé"'(K‘H)dsA —(fua—g‘; _B)dog"'f&%de"'(K'H +/\‘%;%)d,&_ - |
dO % 4p - %‘-’Cu_ "’5}_——) L,a.,‘;_d \——;‘.:——/ g/o)l::dfmadffexlsToYTT/m;sn
j or or or 41 Tato diterencialni Torma
q ’ ? 34 BQ‘) aP oA uzavrena
aF _ 3F 043 , , Do _ R _d4idy 3

a3k _ e _ Qs 9%
30,90; aoaao& 3Q,80; “a0,00; aok agy a@ 4‘ aqa@ acaa 0= 59@‘5 E{i 20y BQ& [06\0&]

= SF %%. _L _f‘_ O4i _ 4i 09, _
OR3P~ dRaR IR 0,3”‘3,,3,; F] aP ﬁapaaP aPak aaﬁg [R.R]
oF _OF o D9 _ 9B _ O oy
aRaG  3G;0R ap%%g ti g0, on = acpg% ‘SoAaP Q= —7-—% w&% o8]

zbylé podminky jsou definiénimi vatahy pro fei. K ana fransformaci jiz nekladou 3adna dalsi omezeni

{%’

0=

bF’_T
Q-

o

@ |:Q2 B] = 63& v(.} 2ed Lagrangeovy zévovkq — definované pro souradnice fazového prostoru
) )
. %_ _'ﬁu - gg a%- indexem u zavorek jsou nékdy znaceny
[‘QMQ 1=0= [ 8 &] [Q‘)’B‘](?’p ( aQ; 9 ,&) funkee které se v nich derivui

96;: ap . OF , -
Pozn.  [QRIen = 20; 3R, g% 50; = =8yxa-0=34 = [Qé'a](‘;.ﬂ Lagrangeovy 2avorky jsou
invariantni pri kanonické tr.

-

Tednotné souradnice fazového prostoru [ = zjednodusi zapis, reflektuji rovnocennost C_;: a4

=% Vied E=(§,)= Z‘ Hamiltonovy rovnice M = Jig ng;l& Yiely ®=J ?ﬁ)T
P = Ml poissonovy zavorky  1F,6}. -5 Jugan& (%‘I;;) J(g%T
r Lagrangeovy zavorky  LF,G1, = -J**ank (5;)1:” ‘;%)

(symplekticka) matice vadu 2hx2a N
5o 7T B, aoe BEEE) (B

Transf, (4)11 Ii (Z/ﬂ tidy € ’V‘352A I—gl:K )\:i:o je kanonicka <&
@ W22l =505 = (2) 3.(5), < (Z)3@@),= W8 =% v /(3

)
74
o 0=
i, ke Ta ! [ [0;01=0=LF.R]
_BZ - 2?Z& _(3F F¥4 (az ZV) o (GRI=S YjkeR
& {Z“Z,&} dRm Yl D1y (@ﬁ,-f)imaml (Bﬁ) ) (au):“ (BH))‘* {Q,’;.Q&_&:o {E)RS: 0
. PFimé (symplekticke) podminky symplekticky — 2z vecting swﬁ-p\;kpw‘ikos j\ew‘emg dohromady (Weyl 1939)
a_P: ‘: _82‘ A=A ok =§1'
az _ Oy 2 | df | _ _i) (ao) a‘h 3 gy éQf "
355 -G 3 %3k oy = 32 I 8 o8| Al |eo_ 8k oo ag| "
KR YikeDh  \o§ of (aﬁ).( d 2% "R ok ob

Pro asové nezavislou Transformaci lze tyto podminky odvodit i primgm vipoctem derivaci sloengeh funkei 2 Hamiltonovich rovnic.

Podobné (aviak pouze postadujici) podminky lze odvodit i 2 uzavienosti aﬁ (&‘,6) - 8Z~l§.§) Vs, aP( - _24,@F P)
forem dF; , vozdil je ve funkcich které zde vystupuji. Napr. pwsz@,a) 3% aQ; (} T 0@'-,;,",‘;(5'»';\

Dk. J@AJA &> :ﬂ/A@AJl & TRI=ILT & K'I=IK = KIK )(53! & J=AIKR



Véta: Pro kaidou kanonickou transformaci plati {F G} ={ F,@}(QP, Poissonovy zavorky jsou

@©,4)
14 invariantni pri kanonické 1.

pruh oznaduje fee. vyjadiené ve velkych proménnich F Z DN=FFEDA)

Dk. OF o 2G _ OF 97 - 9%, dC _ 8F & _aF 4 3
{F’Gan oR Ju‘ anh Z’)Zﬁ on, “ik a,ijg BZ azgizﬂ'z”kﬂazm_aZIJﬂ"“a

G|

|

={F,G},

i

Matice INER™™ e nazgva symplekticka <> AJ =IA & J=RIA <= J=AIK = K'I=IN
Kriferia lze shrnout do véty: Transformace (1) je kanonicka <=> jeji Tacobiho matice je symplekticka.
Kanonické transformace tvori grupu_ - fr. souvadnic (Tidy C*') na fazovem prostoru M tvoiri grupu

 identicka transformace je kanonicka ~ R=Z (2;2} 1 4°31=3 ‘_@I

* inverzni tr. ke kanonické tr. je kanonicka A=(%% /.4=(g',=§ J =A-Iﬂ_lf\ > (//3\1.)‘4\-.5/:5;4 J

« slozeni kanonickych tv. je kanonicka tr. = (Z L) V=Y(E,M IB=(§—;I-) (g;)—[ﬂ){ﬁ) BA
Lze to dokazat i pomoci vytvorujicich funkei, (’BA)TJGB/A) = A([B JBA =/A-]A =7

Ty se pri skladani transformaci séitaji. J

2025

= symplektické matice tedy tvori grupu tzv. Symplekticka grupa Shl2a,R) ={AeR IAJA 33

Turzeni: Determinant livovolne symplekfické matice je roven jedne tj. VA€ S@(QA,FR\ deb A =4

Dk. Pfatfian definovang pro Ael\{ﬂi/ﬁ?:'/ﬁ‘ 4{(/;\\ zhpl ZA‘Z"“AMM.M\ - Astta-nmas 4(22):0‘

ma vlastnosti

dad A= (AT VB<R™ f(EAR) = dolB4S A A3 = IFIN =dad A gfT = dak A=

Pozn. Kriteria kanoniénosti nekladou 2adné podminky na funkce K, H (kanoniénost fr. nezavisi na konkrétni
fyzikalni uloze) ani na Gasovy pribéh transformace. Proto lze ¢as povaiovat za nezavislg parametr
a na casoveé zavislou Tr. nahlizet jako na jednoparametrickou mnozinu po sobé jdoucich asoveé
nezavisliych Transformaci. Kanoniénost transformace znamena zachovani symplekticke formy.

symplektickg vekforovg prostor (V,eo) je vektorovi prostor Vnad Rvybaveng symplektickou formou wo

Symplekticka forma w na V je zobrazeni W :VxV = R, kferé je soudasné

* bilinearni W (X, = WXLy, 158V = xia (05,8 = X' 035 = e (dimV=m al2,..., 2) bazeV)
- anfisymetricke Gl =-clyx) ¥x,yeV G =-00 E = dirmV = 28
- nedegenerované (x4 =0 ’v‘geV)$X=O | dek(e2) #0 D o |
04, dimenze symplektického pr. je vidy suda
Pozn. Ve Yexistuje tav. symplekticka baze ve kferé je Qo= -;{I—E- b—)::{]
Al
Automorfizmy (symetrie) prostoru (V,eo) jsou linearni bijekce A:Y~V zachovavajici formu oo
1) cotax,Ap=calxg FiyeV vbazi Vo (pxTeo AR = N AwAY = Xl YRR

Pozn. Nedegenerovanou bilinearni formu lze vyuzit k 2totoznéni vek. pr. V a jeho dualu V¥
NYoweV 3, meV VeV )=l 20brazeni by(a) =, &) jeizomorsizmus V na V*



Hamiltfon—Tacobiho rovnice  (HTR)

Hledame vytvorujici funkci kanonické tr. 2. druhu Fz(%-lsi) ktera prevede zadang hamilfonian H naco
nejjednodussi fvar 1j. vesi vovnici K=H+ gi =0 kde je dosazeno 4; = aF" do fee. H(@,£,4).

Co e parcialni diferencialni rovnice uréujici jak Fzavisina Ga A.Pak 8K

=2 .5 = = Konst.
Hledana casové zavisla transformace predstavuie prechod 93 R Q; = Konst
@G5 17 (Q,F) do souradnic, ve kterich je system v klidu. P ="a%;=0 = P, = Konst.
aF,

Pozn. Lze hledat i vytvorujici funkce jingch druni napr. R(£,Q,A) = pak dosazujeme do Hza %*57,;

HamiHon-O’acobiho rovhice je parcialni diferencialni rovnice 1. vadu pro neznamou funkei Szavisejici

H(?) " )+%%=O

na A+A navzdjem nezavislich proménnjch 4.

Jejiveseni (uplng infegral HTR) zavisi na A*4 integracnich konstantach.
Nebol S vystupuie v rovnici pouze skrze své derivace, je uréeno a3 na aditivni konstantu, kterou lze
povaiovat za jednu z téchto A+dkonstant. Zbylich Akonstant oznadime B,....R-

Reseni HIR S =S(c}',/i,§), nazgvané hlavni funkce Hamilfonova, obsahuje uplnou informaci o systému.

Jacobiho véfa:  Hlavni funkee Hamilfonova S(E,',A,S) je vytvorujici funkce kanonicke transformace
(Q,F) — @.£) kfera udava pohyb dané soustavy T).

Pozn. k 2rce. S@. AR unkci . , p . .
2A'1weza'av‘|i;hgch proménnych 17.4.5 QJ aS (‘y)i P) —_— q' = ?_(A 6 -P’) Je ‘Fa’L'O\/a ‘tvajek‘\’oyle

pridems proménné Bisou konstanty ~ a < :

(integraly pohybu) Pouz;, pro soustavu Va'eA /_/_/ 'V'iez SOUSTBV% S Ham”‘TOV]OVOM
popsanou Hamiltonovou funkciH. > _ _

Tr. danou foi. Slze pousit i na jing systém %J ( 4P) - ﬁ f‘ (A Q P) ‘FMMkCl H A 2.

se stejngm A, pak ale Fremusi byt konst. (*a"':P(TnIHA'))

Reseni HTR—separaci proménngch. Pokud -ﬁ=0, sepavujeme ¢as S=-E(BIA+S.§P a hledame charakteristickou
funkei Hamiltonovu S jako reseni bezéasové HTR H(q,,;? )=E

Vgznam hlavni funkce Hamiltonov ds S, .3 4
‘ 1 ! ] d\Mua a«;‘h 24 aa, =f%-H=L
- . | 5 o A\ AN
SGAQ) =) L@ dd evacepodel ST Ny
1; )Q S.(_., G4, q(4), fazove frajekforie vitvoiujici foe.  HIR ntegrl pohybu

Hlavni fce. Hamiltonova je akce vypociena podél skutecné trajekforie v komﬂquvaomm onsfovu
vychazejici v dase A,z bodu Q (s hybnosfTi P---—é jako funkce "horni meze® c;,v gase L
Charakteristicka fce. Ham. je zkracena akce vypodtena podél skutedné frajektorie ——,{" = 7?‘ = $i: S.=S{\;dq‘-

Pi. Volng hmotng bod L=£mét H= 24 HTR He33=0  pe35  EAmESTe -0
=(). - - ‘—Q/'._ _ = _-‘ 4 ~ A ~ .
pi=Qeomd = BqBtont. e coy §U1-G 5= gzdl=Ygmurdl= [T Jy= gmecd = 5 ,-0f
i .
Pozm » . o L
S=5@.4 Q) \ze povasovat za rovnici vinoplochy &ivici se konfiguradnim pr. M. %

«gb

Pro olame/i predstavuie$@,4.Q) =konst. rovnici nadplochy v konMpr.  kfera se pri #néné $id jako ‘ G 1
"Selo razové viny". BOO|§709|SMJIOI konfiguraci systému je bodem Této nadplochy urdengm poolmmko& 23 \

Kanonicka hybnostE =52 =%S  je normalou k teto nadplose a pokud je rovnobéina s obecnou wc‘rﬁ’?}s’fn N\

pak trajekforie jsou kolme k nadplocham. Na vivo] systému Tak lze pohlizet jako siveni vinoplochy v T %%

konfiguradnim prostoru a na trajektorie jako na paprsky.

2y Rovnice eikonalu ve vakuu Z"’('é%) [ ) odpovida HTR fotonu H=e{fremy Ec (ax) = (gi\z

%) schradingerova ree. Aﬁé_}\= HY = -mAq\ YR\ pro vinovou funkci Ar=Ar (X A) kole Pob(; A)y=Pdv
hledame—li veieni tvaru Y4\ =C M[%S{ZL\] pak rovnice pro § A (ax) +UR) + 55 = ";k ~~AS

20
v limité pro X =0 prejde na HTR (Klasicka limita kvantové mechaniky)
Bezdasova Schr. vce. l',-i'Y“—‘ EY — hledani vlastnich vektori H odpovida regeni bezéasové HTR.

Plochy konstantni faze S=konst. vinove fee. M kvant. mech. jsou v teto limité kolmé na klasické trajektorie.



Diferencialni formy vek. pr. Ynad [R (L) ) baze V, &1 €™ dualni baze V* & (,QJ\ =8, RelN,, hem
R-13 vnéjsi mocnina pr. Y¥je realng vek. pr. A (VNsech (upl ne)amﬂsgmefwckgch Beearnich forem  nay

t). ov:Vx.. xV—)IRmean/oh v kaZdé slozce a spliujicich — ¥TeSy oUWy, ..., Ny = A%ﬁ'\'o\!(m;, a0 Vs, eV

T Rkrat
Vnéjsi a/gebra vek. pr. Ve vek. pr. AV*= @A (Wikhomogennich forem spolu s bilinedrni asootahvm operaci

A AV AV = AV mazwamou vné jsi soucin, o/efmovanou na homogennich formach oue AHV*), BeA(Wiedpisem
(OUAB) “.-.,M‘%ﬂ) A[ﬂ/ Z A%(\.“.w A&n)p*') 11'(1)) 6 Aj'n'(j‘,”,-u, Tr(k,ﬂ)) VMq,n.,N*&ev ESP V)MJ’C/ UJ/\B ( 4)2{8/\61

dim AVI=(g) P2 V=R KOO=R KW=V A (R )72 = Z pgel A5 Ton® = £ €582 (% )
liom, AV*=2" baze () €68 Eh ) @ g Thaze KV

Diferencialni forma stupné kna T Morma) je zobrazeni oot fel” —> o) eA(TI, M) které kazdemu el
privadi k-linearni antisymetrickou formu na tecném prostoru  T,lBe  Fbode L.

\Q&(r‘) mnozina véech kforem na T Q?(f‘) vealné funkce na T
Existuje prave jedno linedrni zobrazeni nazgvané vné jsi derivace d.: _Q_,h(r‘) —".Q,k“(f‘) 0£R%424-4 s vlastnostmi

4 v{emme dfo/iferewcié/ fee. { 2 ded =0 3 ¥oueONM) ¥ae (M dlocar)=(@a)aB + HXaua(dB)

Symplekticka forma exa [Je forma e ks je uzaviens  (dw = @)degenerovani (dd_w =I=O)
Z, i

Na fazovém prostoru existuje globalné (diky jeho strukture F-T*Mkawomcka’z Cartanova 1—forma .,
(o] ‘-ﬂA “

A8=ddq) = dpadg, + V4 ad(dg, ) =dpadg, = z oy dradiy (0-’,:;)=(' 1{;.0) o

Kanonicnost tr. 5=6(§,Z,D,§=$@,Z,,D odpovida existenci fﬂ@,d’,/i) ] spliujici poﬁg\d\%‘ HdA = Pl-de -kdA+dF
vedouci na kriferia kanoniénosti, ktera nezavisi na asovem vivoji fransformace. Cas lze tedy (pri zkoumani kanoniénosti) povaiovat za
paramely, kferg urduje konkrétni bezéasovou kanonickou tr.z 1—parametrické mnoing bezéasovich kanonickych tr. Tvoricich dohromady
asové zavislou kanonickou Tr. a kanoninost tak lze vygetiovat pro kaide pevb  2vlact, Azkonst dA=0 a podminka prejde n:
/ﬁ,: dt](,_ = deoj +d.F odkud aplikaci vnéjéi devivace ziskémed,fy/\dch= d%AdQ)*-d.choi je podminka zachovani symplekficke formy

dpirdqem dBady  Fodmadng=7 oy dZand Zy= 7 Cop(5E2d)a(320dr;) = 432 e 2t digndiy

Kanonické transtormace tedy predstavuji symetrie fazového prostoru jakosto symplektické varie€R,wo) (Tzv. symplektomorfizmy).
Poincaréovy integralni invarianty

Bud Def" podvarieta sudé dimenze 28, ke fazovéhno prostoru (I, w) pak m’fegva\% I IE anA AW

jsou invarianty libovolné (aktivni) kanonické transformace  :[*— [ 1] T* [eOI=T*D] ° Akt
Dk. pouze pro k=1

14[4>(D)] ’Sc» SdP dQ; = S(ag d%+%%c14‘d-),\(.a_()édc} +31«1dh) ng—a%d%,\d% :c)-%g?\ do,)/\d{\k

o0 D) 094 s Eofan do,,)
x
a,f a_Q*dl‘b d?**af. 3 d‘l‘*"df‘& S [%’%]QPA%"A%*'[%‘4‘5}9,P°L4\;Ad%+%M‘Jz.'f‘é]q?d'h"&h:§°\4‘h"d'h'1 [D]
Spy
Pozn. Objem na fazovem prostoru je uréen pomoci nenulové 2s—formy, obvykle Liovilleovy formy
objemu £\ = 1(.4)"—(”—— WA ACS = da'1A...Ao\<;,AAd44A...Ad4‘A = di Al Ry, V(D) =§,§1,

b krat

Liouvilleova véta 1) Velikost objemu libovolné oblasti Dfazovéno prostoru  [e pri (aktivni) kanonické

transformaci & neméni ti. V(D) = V(D))

2) Pridasovém vgvoji sustému se objem libovolné oblasti fazového prostoru neméni.

ve V9o =] dznndz, =] (8 Edn)u.a(5 32 dn,) - [ e dnndry, =

D) D 4y "2&4

= i ZA %'?1: ‘3—,25‘.’;%( o draadi,, = de{( )duM...Adn,A =£4dum.../\dn” = Y(p)

Pozn. Statfisticka mechanika—na ¢asovi vgvo) stafistického souboru ve fazovém pr.
se |ze divat jako na proudéni nestlacitelné kapaliny.




Dualni povaha pozorovatelnjch velidin v Hamiltonové formalizmu

I.Pozorovatelné (veliding) jsou realne funkce G:TxIR— R1vidy C'navozéiveném fazovém prostoru.
stav systemu je urden bodem ve fazovém prostoru o souradnicich (§,£)e[
Visledek méveni pozorovatelne G v case Ana system ve stavu (W, E ) dostaneme dosazenim G(?“(A\.?(A\,D.

T.Pozovovatelna Gje generatorem jednoparametrické grupy kanonickych transformaci fazového prosforu.

chovovaTe\mé Ge QY 1—forma dGégf(I") Hamiltonovské vektorove pole Xg .
M= R R 36
G ‘_‘G(q’:'ft) 7’% dG— S dq/" a’f‘A 41 sqmpekflcka XG_S—Zg_%-—g—ggz—{”G} 6= (_a?;é)
derivace Ve;pocfeme Vl, Jsou bazk:fv;li' forma vypoctené v bac/e_ﬂ, Jsou bazické vektorfiy[? "
Infeqralni kiivka VekTOVO\/ehO pole Difr: Kaidim bodem oblasti xR prochazi pravé jedna
pRT go-Boxge e pr il
peyo=(1p) iii;iiiﬁ”*d;ifiéﬁfoﬁ?;”j! do.ge i @ e

1\@ N 4'8 3‘
%
(lokalni) tok generovany polem X, Vlastnosti toku @4

{ X
BNl bell Lo=p0) > BiR) =plove) %= Br identita 5 v e

* 3 >
(3.4) @)
geCan)cR  §: (30, K00 — (G0, £1©) b-h=¢.,
Tok je lokalni, pokudd: £ eCan)c R ~> 4): nejde q>£4 =-.4>_E fokuol je tok ole_wfinovam} na ce\émIIR pak pFedsTavuj/e
vostannout na celéR. jednoparametrickou grupu kanonickgch Transtormaci.
(aktivni) fransformace dana tokem @, Infinifezimalni verze Transformace (Taylor vo dor.vadu e )
€, Sy — - € - d = aG
QG4 =% —(¢z(qv,l,.)>i G0=3 Q; = g.lo+2) = GV +€ 3 } %*r&37 (q )
i€ L,
7)== (0 T Fo=F e _ ) dps - %aa
R (7”1”) £ (&) (¢:(c‘”"‘))p+i E —:f»‘-(o+£) ’/f‘,:(O)"‘ZJ‘g‘LO —/ﬂ € 3 (?s/‘)

Kanoniénost infinitezimalni fransformace (podminka musi platit do 1. vadu v &)
{0, By =19, 453~ 8{& YA ifp,a,,, -¢ {af 35,4 = 9+ e1g,0h 45} - £ 19,16 43 - oen =
F_({{c‘, »GE 4‘5} + {G ”‘) )C}, }) o) = ,(8‘5 iif‘anqr} G} ot = 46"' {5‘3,63{ ot = 5 -01¢?)
1Qf,0f 3 =0t ={R%, R} Wajeh Tatobhoid. -84
Koneénou Tr. lze ziskat s\ozemm (integraci) infinitezimalnich tr. a nebot slozeni dvou kanonickgeh tr. je

kanonické bude i tato tr.kanonicka. Pro infinitezimalni tr. existuje i vytvorujici fce. F;@,S):%Y§+ee(§,§)

Pr. G= dG=4d = a = \4- = Q4= 4+£ P4= J]
Az;ﬂ dt;g_ Xe= 152 d—? g(e)=J1derc=£+ 0 ien2 05?1; Pf'{f\x
A o) . Fvd _
(94»?:.4‘4)%1) d‘k— 4_,-%‘ XG- 0) dj =0 (; (&)= 73(0) J =0 "(E) 4’ (0) Fuwkce G='ft4 je

generatorem translace

e,
-

o

[

Teorém Noetherové v Hamiltonové formalizmu
Necht fee. F-’-F(q,’,r) a Hamiltfonova fce. H=H(§5,{?) nezavisi na Gase, pak Fje1.P. <=> {F,H}=0
1) F je generatorem 1—param. grupy tr. G5 = (§4,B) =(§(), K&)

e 2y P o IR . 3 _9H oF _8H aF _
HIE,P) = H(g,{,£) = HG o, f@) = H(§), £o) -%%=£4ija *%’Jﬁ ;@é?F 3_23%’ LHFS

invariance H

= - > F
2) H je generatorem Easového vgvoje (c‘;‘,;.’)—’(Q",P")#?(M,f(iﬂ Fgufb)= FGo.fe) 0= d,i R{EH}

Hamiltonian H je invariantni vidi 1—param. grupé fr. generované funkci F (1. Hse zachovava podél
infegralnich kiivek vek. pole Xp) <= Fje invariantni visi 1—param. grupé tv. generované Hamilfonianem
predstavujici Gasovy vivo) (1. zachovava se podél integralnich kiivek vek. pole Xy fazovich trajekforii)
a Je tedy integralem pohybu). Tedy ike kaidému IP. existuje 1—param. grupa symetrii Hamiltonovy fee.



Nabifa relafivisTicka &astice v elekfromagnetickem poli

%actici Tayloriv rozvo) konst. T moc malé
pro volnou &astici o g T M_:,
bes elmag. pole L =-mac{-5"  de w*- Y - (A~ TR &) = omact e Fmasts o B
' - aL “2”"5:“[
v elmag. poli L= -m\,c’h-%’; -2(¢-5-R) Ai= pp. = TMMC = FaS5A = MMM gA
A 2 \‘4_%’5 {4_-%_"
[
P TN, . < O L { ).
Gy ATy WA e FaRfomic
aL m\o 2 o L o”‘ >
E=57y;~;-L= N +£AM (mc\! l((f UA)_—. mou+mi' fm ...j_(r:__"&;—-&-gcf‘
1-5% -5 1-5%
- me” ] S o ‘
H - : *R(f = - — s— +ch = C ({\-,QA\Z'\"W\EC." +£(F
{4-—— (_/C-JLA) iL"c———;E A\
(%- _aR) e (%- NS kanonicka  klidova hmotnost
hybnost
Véta o viridlu
stredni ¢asova hodnota funkce {:IR-’ R, {=£(M (X) zim ’C’ {(4\ d4

Véta: Pokud AF:R->R g(L\_dF(A\ F omezena (3K€R,|F(Mlék,’v%) pak <X>=<|':>=0.
Dikaz: 14> = Liren EIGERNE JLM;)I%HO

T=>+0
Véta o viridlu v Hamiltonové formalizmu:

Tsou—li q,(,i)a,;,{A) ¥red omezené funkce pak <‘1u > <AV‘ > (pokud existuji).

Znadeni: pro funkei Z = Z(X,,. X, 8, 4), Z: RS R4 funkee zh:i(/,) YoueN
oznatime £ =2 =ZEw),.. d,,(l-) XM) X"(A),A), Z:R>R slosenou funkei

(1870 Rudolf Clausius) — vztah pro stredni éasovou hodnotu kinetické energie
Véta o virialu: 0znacme G = 24.,, w1 =7 Z m, 3 pak pro libovolne reseni X,= KA Newtonovich

. o 4G =\ o -4 2 =
pohybovich rovnic Mg X, = F, w‘we plati <d,L> =0 = <T = 2_<ZE,X¢>

a=d

L/—N._————-—‘

. ~ 2 23 2 vl =2 e
Dikaz: 9T = 2”"‘*)‘: =(§mwx,,'x ) sz‘* SX, = G - Z:E-I'Xw virial
Tsou—li navic sily F potencialni 1. E,f—V O=- BU* a potencial U=V({,...,%,,4) je homogenni funkoe
stupné & vpvoméwm}ch Loy X,y P {&ry=0 > (= '—3‘-(&))

:: v 3 ¥ 3 90
Dikaz: LEX, = 2 E ==Z2 3xg, X = "RV
o =g L4 4 ‘ o=y L4

~ ~ ~ ~ L e 2 ~
Oznadime—li E=T+U pak {E?=<T>+{0> = ('(*'%‘) LG avplafi {O> =37 <E>

Fy= 2 LS
Te—li navic ﬁ=0 pak E=konst. je celkovaenergic a {Ey=E {T7= %z



